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Prefacio 


Este libro esta disenado para ser desarrollado en el primer ano de carrera de los programas de 
Matematicas o Estadistica, en los cursos que usualmente son llamados Fundamentos de Matematicas. 
La idea de escribir este texto surgio corno respuesta a la falta de un unico texto en Castellano que 
abarcara todos los temas que se estudian en los cursos antes mencionados. Este libro esta basado en 
las notas de clases que se han usado durante mas de cinco anos en los cursos de Fundamentos de 
Matematicas I y II, de los programas de Matematicas y Estadistica de la Universidad de Cordoba. 
El objetivo principal de este libro es dar la fundamentacion necesaria al estudiante para afrontar 
cursos de Matematicas o Estadistica mas avanzados, como lo son la Teoria de Numeros, Analisis 
Matematico, Teoria de Grupos, Probabilidad e Inferencia Estadistica. 

Para el estudio de este libro el estudiante no necesita ningun pre-requisito especial, solo los cursos 
usuales de matematicas desarrollados en la secundaria. Con el objetivo que el lector comprenda con 
mas facilidad los temas abordados, se han hecho una gran cantidad de ejemplos en cada capitulo y 
una lista de ejercicios bastante grande, la cual le permitira al estudiante tener una mejor oportunidad 
de practical' las tecnicas y c.onceptos explicados. 

El libro consta de diez capitulos, los cuales pueden ser desarrollados en un ano, los cinco primeros 
en un semestre y el resto en el siguiente. En el primer capitulo se hace un estudio de la logica desde 
un punto de vista informal, con el objetivo que cualquier egresado de la secundaria lo pueda entender 
sin inconvenientes. El segundo capitulo aborda el estudio de los metodos de pruebas, se dan muchos 
ejemplos sobre pruebas directas, por contradiction, por absurdo, por casos y demas variaciones im- 
portantes. En el tercer capitulo de estudian las clases y conjuntos, de nuevo desde un punto de vista 
intuitivo. En esta parte del libro el estudiante se afianza en el uso de los metodos de pruebas y se 
establecen las propiedades mas importantes de la Teoria de Conjuntos. El cuarto capitulo esta dedi- 
cado al estudio de las funciones, se define la imagen directa e inversa, inyectividad, sobreyectividad, 
biyectividad, composition e inversas, y se establecen sus propiedades mas importantes. En el quinto 
capitulo se estudian las relaciones, es un estudio sucinto de la propiedades importantes de estas. La 
idea central es introducir las relaciones de equivalencia y el concepto de partition. 

El abordaje de los conceptos del capitulo seis hasta el diez es un poc.o mas formal. En el sexto 
capitulo se estudian los numeros reales con una construction axiomatica, el objetivo es demostrar 
las propiedades mas relavantes de una forma rapida. El septimo capitulo es dedicado al estudio 
de los campos ordanados completos, se introduce el Axiorna de Completez y sus consecuencias mas 
importantes. El octavo capitulo tiene por objeto el analisis de la cardinalidad de conjuntos, se definen 
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conjuntos finitos, infinites, numerables, contables y no-contables, y se establecen las propiedades 
relevantes de estos. Una introduction a los numeros complejos es hecha en el noveno capltulo, objetivo 
primordial de esta parte del libro es preparar al alumno para los curso de Variable Compleja y Algebra 
Abstracta. Finalmente, en el decimo capltulo de hace una breve presentation sobre Polinomios 
definidos en los numero reales y complejos. 

Como es bien sabido por la comunidad matematica, lo contenidos abordados en este texto son 
clasicos y son los que debe conocer un matematico en sus primeros semestres de fomation, sin 
embargo el abordaje dado en este libro es moderno 3^ practico, debido a que permite un rapido 
entendimiento de los conceptos y el lenguaje de la matematica actual. 
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Capftulo 1 


Logica Informal 


La logica es un area de la matematica que se encarga de estudiar los principios formales del 
razonamiento o la inferencia correcta. En un nivel elemental, la logica proporciona reglas y tecnicas 
para determinar si es o no valido un argumento dado. El razonamiento logico es usado en matematicas 
para hacer demostraciones, en computacion para determinar si un programa es correcto, en ciencias 
naturales sirve para obtener conclusiones de los experimentos realizados y en general en la vida 
cotidiana para resolver una amplia variedad de problemas. La logica traditional como parte de la 
Filosofia es una de las disciplinas cientificas mas antiguas de la humanidad, cuyo origen se remonta 
a los trabajos de Aristoteles y es la raiz de lo que en la actualidad se llama Logica Filosofica. En 
contrast©, la Logica Matematica es una disciplina relativamente joven y en general se reconoce a 
Gottfried Leibniz como el primer logico matematico, pero fueron George Boole y Augustus de Morgan 
que por primera vez presentaron un sistema logico en la forma como lo conocemos hoy. El trabajo 
de Boole y De Morgan fue retomado, mejorado y llevado a otros niveles por brillantes matematicos 
y filosofos tales como Charles Peirce, Gottlob Frege, Giuseppe Peano, Alfred Whitehead, Bertrand 
Russell, David Hilbert, Kurt Godel, Alan Turing, Alfred Tarski y otros. Vale la pena mencionar 
el trabajo de Kurt Godel, quien es considerado el logico mas important© del siglo veinte. El mas 
celebre de sus resultados es el Teorema de Incompletitud, que de manera bastante informal, establece 
que para todo sistema axiomatico recursivo auto-consistente lo suficientemente poderoso como para 
describir la aritmetica de los numeros naturales (la aritmetica de Peano), existen proposiciones 
verdaderas sobre los naturales que no pueden demostrarse a partir de los axiomas. Para demostrar 
este teorema desarrollo una tecnica denominada en este momento como numeration de Godel, la cual 
codifica expresiones formales como numeros naturales. Los resultados de Godel son fundamentals 
en la actualidad para las ciencias teoricas de la computacion. El desarrollo de la Logica matematica 
nos llevo a novedosos campos de aplicacion que han mejorado de manera radical nuestra vida, por 
ejemplo el sistema creado por Boole redujo a argumentos logicos las permutaciones de tres operadores 
basicos algebraicos: y, o y no. A causa del desarrollo del algebra de Boole, Boole es considerado 
por muchos como el padre de la teoria de la informatica. Por su parte, Alan Turing proporciono 
una influyente formalization de los conceptos de algoritmo y computacion: la maquina de Turing. 
Tambien, formulo su propia version de la ho\ r ampliamente aceptada Tesis de Church-Turing, la cual 
postula que cualquier modelo computational existente tiene las mismas capacidades algoritmicas, 0 
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un subconjunto, de las que tiene una maquina de Turing. Por todo esto Turing es considerado uno 
de los padres de la ciencia de la computation siendo el precursor de la informatica moderna. Otro 
personaje muy importante en la historia de la logica es John von Neumann, conocido como el genio 
multidisciplinar por sus contribuciones en Fisica Cuantica, Analisis Funcional, Teoria de Conjuntos, 
Ciencias de la Computation, Economia, Analisis Numerico, Cibernetica, Hidrodinamica, Estadistica 
y muchos otros campos. Aon Neumann hizo completamente satisfactoria la teoria axiomatica de 
conjuntos la siguiente pregunta era si aquella era o no definitiva } r no estaba sujeta a mejoras. 
La contundente respuesta negativa la dio Kurt Godel, cuando en septiembre de 1930 en el historico 
Congreso de Konigsberg, anuncio su famoso primer Teorema de la Incompletitud. La arquitectura 
utilizada en casi todos los computadores es llamada de Von Neumann por su publication del concepto. 
Virtualmente, cada computador personal, microcomputador, minicomputador y supercomputador es 
una maquina de von Neumann. Tambien creo el campo de los automatas celulares sin computadores, 
construyendo los primeros ejemplos de automatas autorreplicables con lapiz y papel. 

En este capitulo estaremos un poco alejados de la teoria moderna de la logica, lo que haremos 
sera apenas lo suficiente para entender como se hace una prueba rigurosa y lo desarrollaremos de 
forma informal. El objetivo es explicar que son afirmaciones bien formadas y argumentos validos, 
estas dos nociones nos permitiran establecer } r probar teoremas. Comencemos definiendo el elemento 
principal de trabajo de este capitulo, las afirmaciones. 


1.1. Afirmaciones 


Las afirmaciones son los bloques fundamentales en la construction de la matematica, pero tene- 
mos que tener bien claro que frases seran consideradas como afirmaciones. 

Definicion 1.1 (Afirmacion). Intuitivamente una afirmacion es algo que expresamos (en forma oral, 
escrita o de cualquier otra manera) y que en un contexto dado es inequwocamente cierto o falso. 

Existen algunas paradojas, tales como “Esta afirmacion es falsa” la c.ual no puede ser cierta o 
falsa. Si creemos que es cierta entonces por su contenido seria falsa y si fuese falsa, tendriamos que 
la afirmacion es verdadera. Nosotros no consideraremos las paradojas como afirmaciones. 

Ejemplo 1.2. “Bogota es la capital de Colombia” y “Marie Curie nacid el 7 de noviembre de 1867”. 
Ambas son afirmaciones. De la primera no tenem.os duda si es verdadera o falsa y de la segunda 
no hay certeza, sin embargo, tambien es una afirm.acion y no es necesario estar en la capacidad de 
saber personalmente la respuesta. 

Ejemplo 1.3. “Viajar en la noche”, “sQue horn es?” y “mirar television”. No son afirmaciones. De 
estas no se puede decir que sean verdaderas o falsas. 

Ejemplo 1.4. “Todo numero entero par mayor que 2 puede escribirse como la sum,a de dos numeros 
primos ” es una afirmacion la cual hasta el dia de hoy no ha sido resuelta y por tanto no sabemos 
si es cierta o falsa, pero sigue siendo una afirmacion. De hecho es una de las conjeturas mas im- 
portantes en Teoria de Numeros, propuesta por Christian Goldbach en 1742 (Esto quiere decir que 
la humanidad lleva mas de 270 ahos sin resolverla). Esta conjetura ha sido investigada por m.uchas 
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personas y ha sido comprobada computacionalmente para todos los numeros enteros pares menores 
que 10 18 . 


Toda afirmacion es verdadera o falsa y no hay una afirmacion que sea verdadera y falsa al mismo 
tiempo. Esta suposicion la llamamos la Ley del Medio Excluido. En este punto es bueno recordar 
que existen “logicas polivalentes” donde este principio no es aceptado. Es decir que no se puede 
mostrar que una afirmacion es verdadera probando que su negation es falsa, pues pueden existir 
otros valores de verdad ademas de los tradicionales verdadero y falso. Sin embargo, en este libro 
aceptaremos la Ley de Medio Excluido y una consecuencia para nuestro contexto sera que si una 
afirmacion no es falsa tendra que ser verdadera. 

A partir de una o varias afirmaciones podemos construir otras afirmaciones. Teniendo como base 
las afirmaciones P: “Bogota es la capital de Colombia”, Q: “Marie Curie nacio el 7 de noviembre de 
1867 ”, podemos construir nuevas afirmaciones, por ejemplo P y Q: “Bogota es la capital de Colombia 
y Marie Curie nacio el 7 de noviembre de 1867”, P o Q: “Bogota es la capital de Colombia o Marie 
Curie nacio el 7 de noviembre de 1867”. 

Operaciones Basicas. 

Las palabras “y”, “o”, “no”, “si,..., entonces”, “si y solo si”, nos permitiran hacer nuevas afirmaciones 
3 ' ademas, conociendo los valores de verdad de las afirmaciones que componen la nueva afirmacion, 
podremos dedutir el valor de verdad de esta. Dichas palabras tienen una notation especial y su 
sentido en matematicas es preciso, como vemos a continuation. 

1. Conjuncion: A (Corresponde al “y” del lenguaje comun). Sean P y Q afirmaciones. La 
afirmacion P A Q se lee “P y Q" e intuitivamente es verdadera si ambas son verdad eras y 
falsa si alguna de ellas es falsa, pero su definition precisa se consigna en la siguiente tabla, que 
llamamos tabla de verdad. 


p 

Q 

PAQ 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

F 


En el lenguaje comun la palabra “y” podrfa tener otros significados, sin embargo para nosotros 
el significado es el que nos da la tabla dada arriba. 

2. Disyuncion: V (Corresponde al “o” del lenguaje comun). La afirmacion P M Q se lee “P o 
Q”, intuitivamente P V Q es verdadero si cualquiera de las dos afirmaciones lo es o si ambas lo 
son. De forma mas precisa: 


P 

Q 

py Q 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 
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Este es un “o” inclusivo y no exclusivo. En el lenguaje coloquial muchas veces no se permite 
que ambas sean verdaderas. For ejemplo: Despues del almuerzo duermo o voy a trabajar. En 
la afirmacion anterior dada en lenguaje comun uno entiende que no hara las dos cosas despues 
del almuerzo. Aquf el “o” es exclusivo, pero en el lenguaje matematico el “o” que se usa es el 
inclusivo. 

3. Negacion: -> (Corresponde al “no” del lenguaje comun). La afirmacion -iP se lee “no P”, 
intuitivamente -P es falso cuando P es verdadero y ->P es verdadero cuando P no lo es. La 
definition precisa de la negacion es: 


p 

^P 

V 

F 

F 

V 


Por ejemplo, si P: Bogota es la capital de Colombia, su negacion sera -P: Bogota no es la 
capital de Colombia. 

4. Condicional: —> (Corresponde al “si,..., entonces...” del lenguaje comun). La afirmacion 
P —»• Q se lee “Si P, entonces Q”. Intuitivamente, es verdadera si nunca ocurre que P sea 
verdadera y Q sea falsa. La definition precisa es: 


P 

Q 

P->Q 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

F 

V 


P ^ Q se puede escribir Q G- P. Usualmente a P lo llamamos el antecedente y a Q el 
consecuente. Asi pues, los dos ultimos renglones de la tabla los interpretamos asi: Si el ante¬ 
cedente es falso, cualquier cosa puede ocurrir con el consecuente y al final toda la afirmacion 
sera verdadera. P —>• Q tambien se lee “si P, Q"\ “ Q si P”; “P solo si Q”; “Q siempre que P”; 
“suponiendo P, entonces Q”; “Q dado que P”; “P es suficiente para Q" y “Q es necesario para P”. 

En el siguiente ejemplo todas las afirmaciones quieren decir lo mismo. 

Ejemplo 1.5. a ) Si p es un numero par, p = 2 m para algun m G Z. 

b ) p = 2 m para algun m G Z , si p es par. 

c) p es un numero par solo si p = 2m para algun m G Z. 

d ) p = 2 m para m G Z siempre que p sea par. 

e) Suponiendo que p sea par entonces p = 2 m para algun m G Z. 

f ) p es par es suficiente para que p = 2 m para algun m G Z. 

g ) p = 2m para algun m G Z es necesario para que p sea par. 

5. Bicondicional. GG “Si y solo si”. La afirmacion P gg Q intuitivamente nos dice que es 

verdadera siempre que P y Q sean ambas verdaderas o ambas falsas, pero que es falsa en caso 

contrario. De forma mas precisa: 
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p 

Q 

P^Q 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

V 


Ejemplo 1.6. Yo estudiare Cdlculo Diferencial hoy si y solo si tu lo haces tambien. Esto se 
verified si am,bos estudiam.os o am,bos no lo hacem.os, pero claramente si yo lo hago y tu no lo 
haces no se verified (o viceversa). Es decir, no puede ser el caso que uno estudie y el otro no. 


Otras formas de leer P Q, P si y solo si Q, P si y solamente si Q, P es necesario 
y suficiente para Q. Tambien podemos escribir a Q o P en vez de P Q. Algunas veces 
abreviamos “si y solo si” por “sii”. 


Con estas cinco operaciones basicas A, V, y -H- podemos armar afirmaciones mas complicadas, 
como se muestra a continuation. 

Ejemplo 1.7. f,Que significado tiene P V (Q -> ~^R)? Esto lo podemos ver en una tabla de verdad. 


P 

Q 

R 

-i R 

Q->^R 

P V (Q ->■ 

V 

V 

V 

F 

F 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

V 

V 

V 

F 

F 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

V 

F 

V 

V 

V 

F 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

V 


Esta tabla la podemos resumir de la siguiente forma. 


p 

Q 

R 

[P V (Q 

-> 

-i?)] 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

F 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

V 

F 

V 

V 

V 

F 

F 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

V 

V 

V 


En la columna en negrilla queda el valor de verdad de P V (Q —> -> R). Observese el papel que 
desempenan los parentesis en la afirmaeion P V (Q —> -i R). Elios funcionan como la puntuacion en 
el lenguaje comun y elimina ambigiiedades. 
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Ejercicio 1.8. Hacer la tabla de (P V Q) —> ~>R y compararla con la tabla de 


py (Q -iR). 


Una Tautologia es una afirmacion que siempre es verdadera, sin importar el valor de verdad de 
sus componentes. 

Ejercicio 1.9. La afirmacion P V -i P es una tautologia. En efecto observemos su tabla de verdad. 


p 

->P 

P V^P 

V 

F 

V 

F 

V 

V 


Una Contradiccion es una afirmacion que siempre es falsa sin importar el valor de verdad de 
sus componentes. 

Ejercicio 1.10. La afirmacion P A ->P es una contradiccion. Tal com.o lo vemos en su tabla de 
verdad. 


p 

P 

P A—'-P 

V 

F 

F 

F 

V 

F 


Ejercicio 1.11. La afirmacion (I V f) A (-Uf —> Y) es una tautologia. En efecto veam.os su tabla 
de verdad 


X 

Y 

(ivy) 


ipX 

Y) 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

F 

V 

V 

F 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

F 


1.2. Relaciones entre Afirmaciones. 


Las relaciones entre afirmaciones no son propiamente afirmaciones sino algo que llamamos Meta- 
afirmaciones. 

Ejemplo 1.12. Las siguientes frases son Meta-afirmaciones: si la afirmacion “Juan es alto y Pedro 
es bajo” es verdadera, esto implica que la afirmacion “Pedro es bajo es verdadera”. La afirmacion 
“Juan tiene el cabello negro o Rosa tiene el cabello rojo” es equivalente a la afirmacion “Rosa tiene 
el cabello rojo o Juan tiene el cabello negro”. 
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Podemos decir entonces que una meta-afirmacion es algo que se expresa de algunas afirmaciones. 
Esta clase de meta-afirmaciones son nuestros prototipos principales. La del primer ejemplo es llamada 
implicacion que es analogo al condicional, y la del segundo ejemplo es llamada equivalencia, analoga 
al bicondicional y nos ayudaran a construir argumentos validos. 

Implicaciones 

Definition 1.13 (Implicacion). Diremos que P implied Q , lo cual denotam.os por P =$■ Q, si la afir- 
macion P —> Q es una tautologia. Es decir, debe ser cierta en cualquier circunstancia, no importando 
los valores de verdad de las componentes P y Q. 


Observese que el condicional no es lo mismo que la implicacion. P Q e s una afirmacion, 
mientras que P =$■ Q e s una meta-afirmacion. En realidad P =$■ Q nos dice que no importan los 
valores de P 6 Q para que P —> Q sea verdadera y por eso se puede decir que P siempre implica Q. 

A continuation presentamos las implicaciones mas importantes que existen, las cuales seran 
usadas en la construction de argumentos validos. Sean P,Q, R y S afirmaciones. 

1. [(P -> Q) AP] 4 Q (Modus Ponens). 

2. [(P -> Q) A -.Q] =» P (Modus Tollens). 

3. (P A Q) => P (Simplification). 

4. (P A Q) =>- Q (Simplification). 

5. Q => (P \/ Q) (Adicion). 

6. P =>• (P V Q) (Adicion). 

7. [(P V Q) A -i P] => Q (Modus Tollendo Ponens). 

8. [(P V Q) A -i Q] => P (Modus Tollendo Ponens). 

9. (P <R> Q) =t- (P —»• Q) (Biconditional-Conditional). 

10. (P o Q) =>• (Q -> P) (Biconditional-Conditional). 

11. [(P —*Q)A(Q—t P)] 4 (P H Q) (Conditional-Biconditional). 

12. [(P —>■ Q) A (Q —>• R)] => (P R) (Silogismo Hipotetico). 

13. [(P — > Q) A (R —>• S) A (P V R)] (Q V S) (Dilema Constructive). 

Al decir que estas implicaciones son ciertas, lo que estamos diciendo es que los condicionales 
correspondientes son tautologias. Probemos por ejemplo el “Modus Tollendo Ponens”. Para esto 
debemos ver que [(P VQ) A -i P] -> Q es una tautologia y esto lo hacemos por medio de una tabla 
de verdad. 
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p 

Q 

[(P V Q) 

A 

-P] 

—^ Q 

V 

V 

V 

F 

F 

V 

V 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

V 

V 


Mirando la columna en negrilla nos damos cuenta que es una tautologi'a. Observamos que en el 
lenguaje comun una afirmacion de Modus Tollendo Ponens es muy logica. Por ejemplo Juan tiene 
ojos verdes o Rosa el cabello rojo, pero Juan no tiene ojos verdes, luego Rosa tiene el cabello rojo. 

Equivalencias. 

Definicion 1.14. Diremos que P es equivalente a Q, lo cual denotamos com.o P 4A Q, si la afirma¬ 
cion P fA Q es una tautologia. Se puede ver que P 4A Q es verdadero si y solo si P^QyQ^P 
son ambas verdaderas. 


Observe que P <tA Q no es lo mismo que P -B- Q, pues la primera es una meta-afirmacion y 
la segunda es una afirmacion. A continuation presentamos las equivalencias mas importantes que 
existen y tambien seran usadas en la contraction de argumentos validos. 

1. -i(-iP) 4A P (Doble negation). 

2. (P V Q) 4A (Q V P) (Ley Conmutativa). 

3. (P A Q) 4A (Q A P) (Ley Conmutativa). 

4. [(P V Q) V R\ [P V (Q V R )] (Ley Asociativa). 

5. [(P A Q) A R] [P A (Q A R)] (Ley Asociativa). 

6. [P A (Q V R)] [(P A Q) V (P A P)] (Le\ r Distributiva). 

7. [P V (Q A R)] 4A [(P V Q) A (P V P)] (Ley Distributiva). 

8. (P — > Q) 4A (-■ P V Q ) (Definicion Alterna del Conditional). 

9. (P —> Q) 4A (-iQ —> -iP) (Contrarreciproco). 

10. (P va Q) 4A (Q fA P) (Simetria). 

11. (P <R> Q) 4A [(P -A Q) A (Q -A P)] (Biconditional-Conditional). 

12. [-i(P A Q)] 4A (-■ P V -iQ) (Ley de De Morgan). 

13. [—>(P V Q)] 4A (-iP A -iQ) (Ley de De Morgan). 

14. [-i(P —> Q)] <tA (P A -iQ) (Negation del Conditional). 

15. [-i(P 0 Q)\ 4A [(P A -iQ) V (-iP A Q)\ (Negation del Biconditional). 
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Probemos que [->(P —> Q)\ <ty (P A -iQ). En efecto, debemos mostrar que el bicondicional corres- 
pondiente es una tautologia. 


p 

Q 

h 

(P Q)} 

-H- 

(PA 

-'Q) 

V 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

V 

F 

V 

F 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

V 


Todas estas equivalencias jugaran de ahora en adelante un papel esencial cuando se estan ha- 
ciendo demostraciones. De algunas de ellas se derivan los metodos de demostracion que usamos al 
hacer las pruebas de teoremas. A continuation presentamos algunos ejemplos. 

Ejemplo 1.15. 1. (P —> Q) <ty (-■ Q —> P) (Contrarreci'proco). Muchas veces para probar P -» 

Q resulta mas facil probar su contrarreci'proco ~>Q —»• ->P. 

2. -i(-i P) P (Doble Negacion). El metodo del absurdo o por contradiccion es derivado de la 

doble negacion. Si queremos probar que P es verdadero, suponemos que ->P es verdadero y si 
llegam.os a una contradiccion, se tendria que -i(-i P) es verdadero, y como este es equivalente 
a P, se concluira finalmente que P es verdadero. 

3. (P -H- Q) [(P —> Q) A (Q —>• P)] (Bicondicional-Condicional). Nos perm.itird concluir que 
P •(-)• Q es verdadero siempre y cuando ambos condicionales P^-QyQ^-Plo sean. 

4- (P —*■ Q) (-■ P V Q) (Definicion alterna del condicional). Es una manera de intender el 
condicional en terminos de la negacion y la disyuncion. En algunos libros de logica formal, es 
asi com.o se define el condicional. Recordemos que dijimos que P —>• Q es verdadero si nunca se 
da el caso en que P sea verdadero y al mismo tiempo Q sea falso. Observem.os que la afirmacion 
^PM Q es verdadera en todos los casos excepto justam.ente cuando P es verdadero y Q es falso. 

5. [-'(-P A Q )] (-■ P V -■ Q) y [-<(P V Q)\ (->P A ~<Q). Las Leyes de De Morgan las tenemos 

que tener presentes cuando neguemos disyunciones o conjunciones. Por ejemplo, para negar 
la afirmacion “Yo com.o y yo bebo" negamos sus dos componentes y cambiamos la conjuncion 
por la disyuncion. En otras palabras es “Yo no como o yo no bebo". 


Terminologia Especial. 

(i) -iQ -> -iP le llamamos el contrarreciproco de P —> Q. 
(ii) Q —> P le llamamos el reciproco de P —>• Q. 


Observese que solo el contrarreciproco es equivalente a P —> Q. Pretender que el reciproco sea 
equivalente a P —> Q es un grave error y esto es llamado una falacia. 





10 


Capitulo 1. Logica Informal 


1.3. Argumentos Validos. 

Las pruebas que hemos hecho hasta ahora han sido por medio de tablas de verdad, sin embargo, 
lo usual en matematicas es dar afirmaciones que se van encadenando a partir de unas hipotesis hasta 
llegar a una conclusion deseada. En esta section miraremos este proceso desde el punto de vista de la 
logica, sin embargo a partir del capitulo siguiente haremos pruebas c.omo se hacen en matematicas, 
sin tener explicitas las reglas de la logica, aunque de todas formas reconoceremos que ellas estan alii 
detras guiandonos en las pruebas. 

Argumento: Segun la logica un argumento es una coleccion de afirmaciones, siendo la ultima 11a- 
rnada la conclusion y el resto se Hainan las premisas. 

Argumento Valido: Es aquel argumento cuya conclusion se sigue necesariamente de las premisas. 
Podriamos decir que un argumento es valido si no podemos asignar valores de verdad a las afirma¬ 
ciones que lo componen de tal forma que las premisas sean todas verdaderas pero la conclusion sea 
falsa. 

Observemos el siguiente argumento logico: Si Rosa esta bailando o esta comiendo, entonces esta 
en su casa. Si Rosa esta leyendo entonces no esta en su casa. Rosa esta bailando. Por tanto Rosa no 
esta leyendo. 

Int erpret emoslo simb olicament e: 

A : Rosa esta bailando. 

B : Rosa esta comiendo. 

C : Rosa esta en su casa. 

D : Rosa esta leyendo. 

A V B -> C 

D -> -iC 

A 
~-P> 

Lo anterior es lo mismo que [(A V B —$■ C) A (D — > -> C) A A] —> -■ D. Podriamos hacer una tabla de 

verdad para probar que es una tautologia, pero esta se hace demasiado larga y tediosa. En vez de 

seguir usando tablas de verdad, daremos una reglas de inferencia que nos permitiran ir produciendo 
los encadenamientos necesarios para llegar a la conclusion. 

Reglas de Inferencia. 

Las reglas de inferencia provienen de las listas de implicaciones y equivalencias vistas anterior- 
mente. Aunque destacaremos solo las mas importantes aclaramos que cualquiera de las implicaciones 
o equivalencias vistas permiten extraer reglas de inferencia. Ahora las escribiremos en un formato 
diferente. 

Modus Ponens. 


P 

P 

Q 


Q 
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Modus Tollens. 

P -> Q 

-'Q 

Doble Negacion. 

-i ^P P 

Repeticion. 

P 

~P~ 

Simplificacion. 

P A Q P A Q 

~P Y ~Q 

Adjuncion. (Note que esta es nueva, pero obvia) 

P 

_Q _ 

P A Q 

Adicion. 

P Q 

P V Q Y P V Q 

Modus Tollendo Ponens. 

P V Q P V Q 

-'P _ y -'Q _ 

Q P 

Bicondicional. 

P +* Q _ P ^ Q 

P -> Q Y Q -> P 
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Condicional Bicondicional. 


P Q 

Q -+ P 
P ^ Q 

Silogismo Hipotetico. 

P Q 

Q -> R 
P -> R 

Dilema Constructive. 

P ^ Q 
R ->■ S 
PVR 
~Q V 5 


Estas reglas de inferenc.ia nos permitiran construir los argumentos validos. Repetimos, aqui hemos 
listado solo las mas importantes, pero debemos saber que hay muchas otras reglas de inferencia. 
Cada implicacion dada arriba genera una regia de inferencia y las equivalencias producen dos, de 
hecho cada vez que se tenga una nueva implicacion o una equivalencia se obtienen mas reglas de 
inferencia. 

Ejemplo 1.16. Usem.os nuestras reglas para justificar nuestro argumento en el cual concluimos que 
Rosa no esta leyendo. Simbolicamente este es, 


AV B^C 
D —>• -<C 
A 

-lD 


(1) 

(2) 

AV B ->C 

D —> -iC 

Las premisas no necesitan justification 

(3) 

(4) 

A 

A VB 

(3) y Adicion. 

(5) 

C 

(1) y (4) Modus Ponens. 

(6) 

C 

(5) Doble Negacion. 

(7) 

~^D 

(2) y (6) Modus Tollens. 


Esta clase de prueba, a menudo llamada una derivation por los logic.os, es una serie de afirmacio- 
nes conectadas con meta-afirmaciones que son justamente las justificaciones que estamos escribiendo 
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en la segunda columna. Notese que las tres primeras afirmaciones, que son las premisas no las justi- 
ficamos. Si un argumento tiene una derivacion se dice que es derivable. La derivabilidad no depende 
del valor verdad de las premisas o de la conclusion. Para un argumento puede haber distintas deri- 
vaciones. 

Ejemplo 1.17. Veamos otra derivacion del argumento anterior. Note que aqui agregamos o adjun- 
tam.os C —y C AA -i C V C la cual es una Tautologia, lo cual siempre se puede hacer. 


(1) 

A VB -> C 


(2) 

D -a ~^C 


(3) 

A 


(4) 

A VB 

(3) y Adicion. 

(5) 

-i(-.C') D 

(2) y Contrarreciproco. 

(6) 

C -f c 

Tautologia 

(7) 

C -a -.(-.C) 

(6) y Doble Negation. 

(8) 

C -A ~<D 

(5), (7) y Silogismo Hipotetico 

(9) 

A V B -A -.£> 

(1) y (8) Silogismo Hipotetico. 

(10) 

D 

(4) v (9) y Modus Ponens. 


Aparentemente estamos hablando de dos cosas diferentes cuando decimos argumento valido y 
argumento derivable. Sin embargo (aunque no es facil de probar), tenemos que un argumento es 
valido si y solo si es derivable. Asi pues, para mostrar que un argumento es valido lo que debemos 
mostrar es que es derivable, en vez de tratar de hacerlo por medio de tablas de verdad. Para mostrar 
que un argumento es no valido lo que debemos es tratar de encontrar algunos valores de verdad en 
las componentes de las afirmaciones de tal manera que todas las premisas resultan verdaderas, pero 
la conclusion es falsa. 

Ejemplo 1.18. El siguiente argumento es no valido. 

A -* R 
S —>■ H 
A A H 
R A S~ 

En efecto, si suponemos que A es V; R es V; S es F y H es V obtenemos que A^-ResV;S->H 
es V y que A AH tambien es V, pero RAS es falso. Esto nos permite concluir que el argumento es 
no valido. Pero debem.os tener cuidado, porque con otra escogencia de valores podria ser que todo, 
premisas y conclusiones, fueran verdaderas. Lo que no quiere decir que el argumento sea valido. 

En un argumento debemos tener cuidado para que las premisas no sean contradictorias entre si, 
3 ^a cpe de algo falso se puede inferir cualquier c.osa. Cuando se tienen premisas contradictorias se dice 
que son inconsistentes. Por el contrario, premisas consistentes son las que no son contradictorias. 
Notese que se pueden producir argumentos validos a partir de premisas inconsistentes, sin embargo, 
estos no son utiles, ya que de una contradiction es posible derivar cualquier cosa. Por ejemplo los 
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argument os: 


—i j v s —i j v s 

~i L —> —i S' —<L —> —i(S* 

J A ~iL ^ J A —iL 

Son ambos argumentos validos. En efecto veamos derivaciones para ellos. 


(1) 

—i J v s 


(2) 

-i L — > —iS 


(3) 

J A — i L 


(4) 

J 

(3) y Simplification. 

(5) 

~ IjL 

(3) y Simplification. 

(6) 


(2) y (5) Modus Ponens. 

(7) 

J V G 

(4) adicion. 

(8) 

~i J 

(6) y (1) Modus Tollendo Ponens. 

(9) 

G 

(7) y 8) Modus Tollendo Ponens. 

(1) 

—i J v s 


(2) 

->L -A ^5 


(3) 

J A — i L 


(4) 

J 

(3) y Simplification. 

(5) 

“IjL 

(3) y Simplification. 

(6) 


(2) y (5) Modus Ponens. 

(7) 

J V -iG 

(4) Adicion. 

(8) 

“i J 

(6) y (1) Modus Tollendo Ponens. 

(9) 

->G 

(7) y 8) Modus Tollendo Ponens. 


Recordemos que un argumento valido es aquel que admite una derivation. Una cosa es que 
las premisas sean contradictorias y otra cosa es que exista un derivation, o lista de afirmaciones 
justificada por la regia de inferencia. En los dos ejemplos anteriores si unimos las premisas con 
conjunciones asi: [(-> J V S) A (~<L —> -<S) A (J A -> L)\ y hacemos la tabla de verdad de esta afirmacion 
encontrariamos que la afirmacion es una contradiccion, de la cual podriamos concluir cualquier cosa 
que deseemos. 

Hagamos algunos ejemplos para detallar un poco mas el proceso de probar que un argumento es 
valido. 

Ejemplo 1.19. Muestre que el siguiente argumento es valido. 

P —> Q 

R —» S 

(P V R) —► (Q V S) 
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Solucion: En este caso se tiene que 

(1) P —> Q 

(2) R—>S 
~( 3 ) -PVQ 

( 4 ) -'R v s 

(5) {^PvQ)vS 

(6) (^R V S)vQ 

(7) --P V (Q V S) 

(8) -.P V (Q V 5) 

(Pj [nP V (Q V 5)] A hi? V (Q V 5)] 
(10) (nP A -.fl) V (Q V 5) 

hh Kpvi?)]v(qvs) 

(12) {pvr) —> {Qy s) 


(1) y Definicion Alterna del Conditional 

(2) y Definition Alterna del Conditional 

(3) y Adicion 

(4) y Adicion 

(5) y Asociativa del V 

(6) , Asociativa y Conmutativa del V 

(7) , (8) y Adjuncion 

(9) y Distributiva del V con respecto al A 

(10) y Ley de De Morgan 

(11) y Definition Alterna del Conditional 


En realidad en este caso lo que se hizo fue desglosar la tesis (P V R) —> (Q V S), lo que es 
equivalente a ->(P V R) V (Q V S) y si seguimos este proceso nos damos cuenta que necesitamos que 
-i P V (Q V S) y -i R V (QV S) sean validos, lo cual podemos obtener de la hipotesis usando adicion. 
Este tipo de racionamiento, “a la inversa”, es muy comun para esta clase de problemas. 


Ejemplo 1.20. Muestre que el siguiente argumento es valido. 


P— 

P -> -nR 

R V ~i S 

-<( Q/\S) 


Solucion: En este caso tenemos lo siguiente 


(1) P~ 

(2) ^P - 

(3) R V 


-'Q 


Ml 




(4) 

R —> P 

(2) y Contrareciproco 

(5) 

R —> -'Q 

(1), (4) y Silogismo Hipotetico 

(6) 

s v^s 

Tautologia 

(7) 

— > -5 

(6) y Definicion Alterna del Conditional 

(8) 

(R V -.5) —► h Q V ^S) 

(5), (7) y Ejercicio 1.19 

(9) 

—iQ V —iS 

(3), (8) y Modus Ponens 

(10) 

-i(QAS) 

(9) y Ley de De Morgan 


Cabe resaltar cjue siempre podemos agregar Tautologias a nuestros argumentos, tal como lo 
hic.imos en este ejercicio. 
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1.4. Cuantificadores. 


A voces encontramos expresiones que involucran una o varias variables, tales como 8 < x 3 ; y 2 = 3 
6 x + y 2 = 7, de las cuales no podemos decir que sean expresiones verdaderas o falsas, a menos que 
digamos algo sobre las variables. Mientras no se haya especificado como son las variables, dichas 
variables se Hainan libres. Una expresion con variables libres no es una afirmacion. 

Retomemos 8 < x 3 , preguntemonos ;.Cuando seria cierta dicha afirmacion? La respuesta seria: 
“para todo numero real 2 < x” , asi que la expresion “para todo numero real 2 < x, se tiene 8 < x 3 ” 
si es una afirmacion, alii la variable no es libre, pues hemos puesto condiciones para ella. En este 
caso decimos que la variable esta amarrada, acotada o delimitada. Esta variable la hemos amarrado 
por medio de la expresion “para todo numero real 2 < x”. Esta expresion es un ejemplo de un 
cuantificador. Tambien podriamos haber dicho, “para todo numero real x < 1, se tiene 8 < x 3 ”, 
pero esta ultima afirmacion es falsa. Podemos decir que x esta delimitada por el cuantificador “para 
todo numero real x < 1”. En otras palabras cuando tengamos expresiones donde aparezcan variables 
libres, las podemos convertir en afirmaciones “amarrando” sus variables por medio de cuantificadores. 
Debemos ser muy cuidadosos en el manejo de los cuantificadores, pues es muy facil introducir errores 
si ellos no se manejan bien. Muchas veces es recomendable usar los simbolos matematicos de ellos 
para poder usarlos rnejor. 

El lenguaje corriente es muy impreciso en el uso de los cuantificadores, sin embargo en el lenguaje 
matematico no debe haber duda con su manejo. La frase “Alguien es golpeado por un carro cada 
hora” ^Que signihca? Que una misma persona es golpeada por un carro cada hora. Claro que no, 
lo que queremos decir es que para cada hora existe una persona que es golpeada por un carro. La 
segunda frase es mas precisa que la primera. ;.Por que lo es? Veremos que ella se adecua mas al 
lenguaje matematico, cuando hay dos cuantificadores. Por eso, cuando veamos que hay afirmaciones 
que involucran uno o varios cuantificadores, es conveniente reescribir simbolicamente para que los 
cuantificadores se vean explicitamente y los podamos manejar correctamente. 

Cuantificador Universal. 

Definicion 1.21. Sean P(x) una expresion donde x aparece libre y U una coleccion de los posibles 
valores de x. Un cuantificador universal aplicado a P(x) produce una afirmacion denotada por 

(Vx en U)P(x), 

la cual es verdadera si P(x) es valida para todos los posibles valores de x en U y sera falsa en 
cualquier otro caso. 

Ejemplo 1.22. La afirmacion 

(Vx en [2, +oo))(x 2 — 4 > 0) 

es verdadera, pues si x esta en [2, +oo), entonces x > 2, luego x 2 > 4 y por tanto x 2 — 4 > 0 (note 
que x fue tornado arbitrariamente en [2,+oo)J. Por otro lado, la afirmacion (Vx en M)(x 2 — 4 > 0) 
es falsa, porque no todos los valores de x en M hacen que x 2 — 4 sea mayor o igual que cero. Por 
ejemplo si x = 1 se tiene que x 2 — 4=1 — 4 = —3, el cual es rnenor que cero. 
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Si la coleccion U se sobreentiende por el contexto, entonces escribimos siplemente fix)P(x). La 
afirmacion (Vx en U)P(x) se puede leer de cualquiera de las siguientes formas: para todos los valores 
de x en U, la afirmacion P(x) es verdadera; la afirmacion P(x) es verdadera para todo sen U; todos 
los valores de x en U satisfacen P(x); para todo x en U se tiene P(x); para todo x en U. P(x). 

Ejemplo 1.23. Sea P(x) la afirmacion “el perro x es cafe”. Sea D la coleccion de todos los perros 
del mundo. (fix en D)P(x) quiere decir “Todo perro en el mundo es cafe”, la cual indudablemente 
es falsa. Observese que cuando se amarra la variable ya no la necesitamos explicitar, esto tambien 
quiere decir que el nombre de la variable es intrascendente. A si pues, las afirmaciones (fix en D)P(x) 
y (fiz en D)P(z) tienen el mism.o significado. 

Cuantificador Existencial. 

Definicion 1.24. Sean P(x) una expresion donde x aparece libre y U una coleccion de los posibles 
valores de x. Un cuantificador existencial aplicado a P(x) produce una afirmacion denotada por 

fix en U)P(x), 

la cual es verdadera si P(x) es valida al menos para algun valor de x en la coleccion U. Si esto no 
se cum.ple, entonces es falsa. 

Ejemplo 1.25. Decir que la afirmacion “Existe un estudiante en esta clase de cabello negro” es 
verdadera, significa que hay uno, dos, tres o mas estudiantes que tienen cabello negro. Inclusive 
todos podrian tener el cabello negro. 

En particular si (fix en U)P(x) es verdadero, entonces (fix en U)P(x ) tambien lo es. La afirmacion 
fix en U)P(x) se puede leer de cualquiera de las siguientes formas: existe un x en U tal que P(x) 
se satisface; para algun valor de x, tenemos que P(x) es cierto; existe algun x en U tal que P(x) es 
verdadero; existe al menos un valor x en U tal que P(x) se satisface. 

Ejemplo 1.26. Si P(x) es la afirmacion: “El perro es cafe”. D es la coleccion de todos los perros 
del mundo, entonces fix en D)P(x ) es claramente verdadera. 

Ejemplo 1.27. La afirmacion fix en Z)(x 3 + 1 = 0) es verdadera. Para demostrarlo solo debemos 
hallar un elem.ento de Z que satisfaga la propiedad, por ejemplo tome x = — 1 (de hecho es el unico) 
el cual esta en Z y note ademas que x 3 + 1 = (—l) 3 + 1 = —1 + 1 = 0. 

Observese que la implication (fix)P(x) =+ (3x)P(x) es cierta; pero no al reves, este hecho sera 
explicado un poco mejor mas adelante. 

Cuantificadores con varias variables. 

Si en una expresion aparece mas de una variable libre, podemos usar mas de un cuantificador. 

Ejemplo 1.28. En la expresion y = x 2 + 2x hay dos variables libres. Ahora si consideramos 
fix en M)(3y en M)(y — x 2 + 2x = 0) es un afirmacion verdadera, pues para cualquier x que yo tom.e 
(real) puedo encontrar un y que satisface la ecuacion (considere y = x 2 — 2x). Sin embargo, dicha 
afirmacion no es lo mism.o que (By en M)(Vx en M)(y — x 2 + 2x = 0), la cual que dice que existe un 
y que satisafce x 2 — 2 x = y para todo x que yo tom.e en los reales, claramente la afirmacion es falsa, 
pues y depende de x, de la siguiente forma y = y(x) = x 2 — 2x. 
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Por tanto el orden de los cuantificadores si importa y es un error muy comun cambiar su orden, 
aunque algunas veces, c.omo veremos enseguida, si los podemos cambiar de position. 

Ejemplo 1.29. Volvamos al ejemplo “Alguien es golpeado por un carro cada hora”. Escribamoslo 
simbolicamente y correctamente segun el sentido que le queramos dar. Tenemos dos variables. Los 
posibles valores de x son todas las personas posibles y los posibles valores de t son todas las horas. 
C(x, t): Persona x es golpeada por un carro en la hora t. Entonces la expresion de arriba la escribimos 
(\/t)(3x)C(x,t) y no por (3x)(\/t)C(x, t), que siginifica que existe una persona que es golpeada por 
un carrro todo el tiempo. Si queremos mas precision deberia tomar 3 variables. P(x,c,t): Persona 
x golpeada por el carro c a las t horas. Los posibles valores de x son todas las personas, los posibles 
valores de t son todos las horas y los posibles valores de c son todos los carros. Y la expresion nos 
quedara (Vt)(3x)(3c)P(x,c,t) la cual es diferente de (3x)(3c)(Vt)P(x,c,t), que significa que existe 
una persona y un carro, tal que esa persona es golpeada por ese carro todo el tiempo. 

Cuando hay dos cuantificadores aparecen ocho combinaciones. Algunas Combinaciones son equi- 
valentes pero otras no. Lo vemos en los cuadros siguientes. Sea P(x, y) una expresion con dos 
variables libres. 


(Vx)(Vy)P(x,y) 

yy (Vy)(Vx)P(x,y) 



(3x)(Vy)P(x,y) 

(3y)(Vx)P(x,y) 


(Vx)(Vy)P(x, y) 

yy (Vy)(Vx)P(x, y) 



(Vx)(3y)P(x,y) 

(Vy)(3x)P(x,y) 


(\/x)(3y)P(x,y) 

(\/y)(3x)P(x,y) 



(3x)(3y)P(x,y) 

yy (3y)(3x)P(x,y) 


Notese que si hubiera mas variables habria much os mas casos. 

Negando afirmaciones con Cuantificadores. 

Ejemplo 1.30. Neguemos: “Todo alum.no en este salon tiene cabello negro”. Para ello basta decir 
“Existe un alum.no en este salon que no tiene el cabello negro”. 

Mas exactamente, tenemos lo siguiente 

-i(Vx)P(x) yy (3x)(->P(x)). 

Esto quiere decir que para negar una afirmacion que contiene un para todo, simplemente, convertimos 
el cuantihcador universal en un existential y negamos lo que se exprese de la variable. Observese que 
en el ejemplo anterior no es necesario decir que todo alumno en este salon no tiene el cabello negro, 
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que simbolicamente seria (Vx)(-rP(x)). Es decir (Vx)(-i P(x)) no es lo mismo que (3x)(-iP(x)). 
Similarmente, negar que “Existe un alumno con cabello morado” es equivalente a decir que “Todos 
los alumnos no tienen el cabello morado”. 

Mas exactamente, 

-i (3x)P(x) <tA (Vx)(-’P(x)). 

As! que para negar una afirmacion que contiene un existencial simplemente convertimos el cuan- 
tificador existencial en un universal y negamos lo que se exprese de la variable. Y no estaria bien 
negado decir que “Existe un alumno que no tiene el cabello morado”. 

Negando afirmaciones con mas de un Cuantificador. 

Neguemos la afirmacion [(Vx)(3y)P(x, y)]. Hagamoslo por pasos: 

- , [(Vx)(3y)P(x,y) 4A (3x)(->(3y)P(x,y)) 4A (3x)(Vy)(pP(x,y)). 

Por tanto, para negar afirmaciones que involucran varios cuantificadores, estos se cambian entre si, 
sin cambiar las variables y la expresion final se niega, como en el siguiente ejemplo. 

-i[(Vy)(3rr)(Vx)(Vm)[y + w 2 — x = m]] 4A (3y)(\/w)(3x)(3m)[y + w 2 — x / m\. 

Por esto es muy import ante la simbolizacion, pues el trabajo de los cuantificadores en forma simbolica 
se hace mas facil. Sin embargo con bastante practica se podra trabajar con ellos en forma implicita. 

Ejemplo 1.31. Negem.os lo siguiente: (Vx en U)(3y en E)(Vz en W){P{x) —> \Q{y) V i?(z)]}. 
Siguiendo las ideas antes expresadas, la negacidn nos quedaria de la siguiente form,a 

[3x en U)(Vy en V)(3z en W){~>{P(x) -» [Q{y) V i?(z)]}}. 

Note que tenemos que negar un condicional, es decir debem.os usar -'{A —»• B) {A A ->B). Ast 
que la negacidn seguina de la siguiente form,a 

(3x en 17)(Vy en V)(3z en W){P(x) A ~^[Q{y) V 7?(z)]}}. 

Finalmente usando la ley de De Morgan llegamos al resultado 

(3x en U)(\/y en V)(3z en W){P(x) A [~^Q{y) A -ii?(z)]}}. 


Reglas de Inferencia que Involucran Cuantificadores. 


1. (Ejemplificacion Universal) Para a un elemento arbitrario en U . 


(Vx en U)P(x ) 

W) 


2. (Ejemplificacion Existencial) Siendo b algun elemento de U y sin tener b ningun otro 
significado en el argumento dado, 
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(3x en U)P(x) 

m 

3. (Generalizacion Universal). Para c un elemento arbitrario en U, 

P(c) 

(Vx en U)P(x) 

4. (Generalizacion Existencial) Para d un elemento de U . 

P(d ) 

(3x en U)P(x) 

Ejemplo 1.32. Consideremos el siguiente argumento: Todo perro que es inteligente y agil le gusta 
brincar. Todo Dalmata es agil. Hay un Ddlmata que no le gusta brincar. Entonces hay un perro que 
no es inteligente. 


Con el fin de entender, por que se deduce logicamente que hay un perro que no es inteligente, 
reescribamos el argumento en forma simbolica y hagamos una derivation para dicha conclusion. Sea 
U la coleccion de los perros, J(x): el perro x es inteligente, A(x): el perro x es agil, B(x ): el perro x 
le gusta brincar, D(x): el perro x es Dalmata. El argumento queda traducido de la siguiente manera. 

(1) (Vx en U){[I(x) A A(x)] —> B(x)} 

(2) (Vx en U)(D(x) —> A(x)) 

(3) (3x en U)(D(x) A ->B(x)) 


Debemos concluir (3x en U)(->I(x)). 


(4) 

D{a) A-i B(a) 

(3) y Ejemplificacion Existencial. 

(5) 

D(a) -> A(a) 

(2) 3 ^ Ejemplificacion Universal. 

( 6 ) 

D(a) 

(4) Simplification. 

(7) 

A{a) 

(5) y ( 6 ) Modus Ponens. 

( 8 ) 

[1(a) A ^4(a)] —> B(a) 

(1) y Ejemplificacion Universal. 

(9) 

—i B(a) 

(4) 3 ^ Simplification. 

( 10 ) 

~'(I(a) A A(a)) 

( 8 ) y (9) Modus Tollens. 

(ID 

-■ 1(a) V -■ A(a) 

(10) y De morgan. 

( 12 ) 

-i[-o4(a)] 

(7) y Doble Negation. 

(13) 

_| 7(a) 

(11), (12) y Modus Tollendo Ponens 

(14) 

(3x en U)(~'I(x)) 

(13) y Generalizacion Existencial 


Observese el uso de la letra a en (4), antes de esta linea no estaba siendo usada. En (5) y en ( 8 ) no 
hay problema de retomar la misma letra a pues se esta usando Ejemplificacion Universal. Observese 
que de (1(a)) no podemos concluir por Generalizacion Universal que (Vx en U)(~<I(x)) pues en ese 
caso a no es arbitrario en U, ya que la primera vez que lo utilizamos aparecio de una Ejemplificacion 
Existencial. Veamos otro ejemplo. 


Ejemplo 1.33. Escribir una derivacion para 
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(1) (Vo en V)(N(a) -> 5(a)) 

(2) (3b en U)(lV(fr) A E>(6)) _ 

Probar (3c en U)[i?(c) A 73(c)] 

(3) 7V(d) A 13(d) (2) y Ejemplificacion Existencial. 

(4) N(d) —> H(d) (1) y Ejemplificacion Universal 

(5) N(d) (3) y Simplificacion. 

(6) 73(d) (3) y Simplificacion. 

(7) 73(d) (4), (5) y Modus Ponens 

(8) 73(d) A 73(d) (5), (6) y Adjuncion. 

(9) (3c en U)(73(c) A 73(c)) (8) y Generalization Existencial. 


Note que el nombre de las variables en (1), (2) y (9) no es importante, todas las podriamos llamar 

x. 

Ejemplo 1.34. 


(1) (Vx en W)(3y en W){E(x) [M(x) V 7V(y)]} 

(2) -.(Vx en W)[M(x)\ 

(3) (Vx en W)[E{x)\ 


(4) 

(3x en 

W)(-iM(x)) 

Probar (3x en W)[lV(x)] 

(2) y Negation Universal. 

(5) 

-iAf(o) 


(4) y Ejemplificacion Existencial. 

(6) 

E(a) 


(3) y Ejemplificacion Universal. 

(7) 

(3 y en 

W){E(a)^[M(a)y N(y)}} 

(1) y Ejemplificacion Universal. 

(8) 

E(a)~ 

> M(a) V N(b) 

(7) y Ejemplificacion Existencial. 

(9) 

M(a) V N(b) 

(6), (8) y Modus Ponens. 

(10) 

m 


(5), (9) y Modus Tollendo Ponens 

(11) 

(3x en 

W)(N(x)) 

(10) y Generalization Existencial. 


Hay que estar alertas en este tipo de ejercicios, pues puede haber un conjunto de premisas inconsis- 
tente, corno se ilustra en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 1.35. Toda cucaracha que es inteligente come basura. Hay una cucaracha que le gusta el 
mugre pero no el polvo. Para toda cucaracha, no es el caso de que le guste el mugre o coma basura. 
Entonces existe una cucaracha para la cual no es el caso que si no es inteligente entonces le gusta el 
polvo. 


Sea C la coleccion de cucarachas, /(x): la cucaracha x es inteligente, 73(x): la cucaracha x come 
basura, M(x): la cucaracha x le gusta el mugre, P(x): la cucaracha x le gusta el polvo. 
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( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(Vx en C)(I(x) -A B(x)) 

(3a; en C)(M(x) A -1 P(x)) 
(Vx en C)(—(M(x) V B(x))) 


(4) 

M(c) A -iP(c) 

Probar (3x en C)(—(—/(x) —» P(x))) 

(2) 3 ^ Ejemplificacion Existencial. 

(5) 

-i(M(c) V B(c)) 

(3) y Ejemplificacion Universal. 

( 6 ) 

1(c) -> B(c) 

(1) y Ejemplificacion Universal. 

(7) 

M(c) 

(4) y Simplification. 

(8) 

-P(c) 

(4) y Simplification. 

(9) 

-iAf(c) A -B(c) 

(5) y De Morgan. 

( 10 ) 

-iAf(c) 

(9) y Simplification. 

( 11 ) 

M(c) V (-(-(/(c)) -»> P(c))) 

(7) y Adicion. 

( 12 ) 

-(-7(c) P(c)) 

(10),(11) y Modus Tollendo Ponens. 

(13) 

(3a; en C)(—(—/(x) —>• P(x))) 

(12) 3 r Generalization Existencial. 

En este ejercicio observamos que el conjunto de premisas es inconsistente, ya que de ellas, se 

deduce tanto M(< 

:') como -■ M(c). Sin embargo, 

la derivation existe y el argumento es valido. 


1.5. Ejercicios 


1. ^Cuales de las siguientes expresiones son afirmaciones? 

a) Paris es la capital de Francia. 

b) Callese. 

c) ;.Sera que llueve el Lunes? 

d) Llamame el jueves si estas en la cuidad. 


2. Suponga que A es un enunciado verdadero, B es un enunciado falso, C es un enunciado falso 
y D es un enunciado verdadero. ^Cuales de las siguientes afirmaciones son cicrtas y cuales son 
falsas? 

a) (A VC) D. 

e) (DaA)^ (B AC). 

b) (C A fi) -> B. 

f) C^[DV(AAB)] 

c) (A AB) -> -C. 

g) (A -a -.£>) V (A -.P) 

d) [- D V -C7] (-B). 

h) [—A —> (—D V A)] —> B 

3. Haga una tabla de verdad para cada una de las siguientes afirmaciones. 

a) (P A -Q) -> R. 

d) (Ay B) a (A VC). 

b) (R -A S) A -P. 

e) (PAR)y -(QaS). 

c) ivKvz). 

/) x ^ -y. 
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g) (P —)• S) yy R. i) (P o F) o (F yy G) 

h) -iM -A (IV A L). j) (P^R) V^(Q^S) 

4. ^Cuales de las siguientes afirmaciones son una tautologfa, contradiccion o ninguna de las dos? 

a) P V (—iP A Q). 

b) (IV7)h (-.X -> Y). 

C) (A A nfi)A(nAVB). 

d) [ZV(-iZVW)]A-i(WA£^). 

e) [F -> (M -> AT)] -> [Af -> (L -> IV)]. 

/) [(X hZ)A(I h Y")] A X. 

[(Py+ nQ)AP]AQ. 

5. Sean P un enunciado, 744 una tautologfa y sea CO una contradiccion. 

а) Muestre que P V 744 es una tautologfa. 

б) Pruebe que T A CO es una contradiccion. 

c) Muestre que P AT A yy P. 

d) Pruebe que P V CO yy P. 

6. Sean P, Q,R y S afirmaciones. Pruebe que las siguientes implicaciones son verdaderas. 

a) -i(P —>■ Q) => P. 

b) [(P^Q)A(P^ -iQ)] =y -iP. 

c) (P -> Q) => [(P A P) -> (Q A P)]. 

d) [PA{Q yy R)] => [(P A P) yy P]. 

e) [P -A (Q A P)] =y [(P A Q) yy (P A P)]. 

/) [(PdP)A(QhS)] =y [(PVQ)yy (PVS)]. 

7. Sean P, Q, A y B afirmaciones. Pruebe que las siguientes equivalencias son verdaderas. 

а ) (PAP) <S-P 

б) (PVP)^P 

c) Po[PV(PAQ)]. 

d) Po[PA(PVQ)]. 

e) (P yy Q) yy [(P -> Q) A (->P -y -iQ)]. 

/) [P^(ylAP)]yy [(P->A)a(P->P)]. 

(?) [Pa(Av P)] yy [(P A -u4)->P]. 

h) [(A V P) —s- Q] yy [(^4 —> Q ) A (P —> Q)]. 

*) [(M a P) —> Q] yy [(.A —> Q) v (P —> Q)]. 

j) [(A A P) —> Q] yy [X —> (P —y Q)]. 
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8 . Niegue cada una de las siguientes afirmaciones. 

a) 3 < 5 o 7 > 8 . 

b) Existe M > 0, tal que para todo x € A, se tiene |/(x)| < M. 

c) Para todo x > 0, se tiene que \f(x)\ > 1 o |g(x)| < 2. 

d) Si y = 3, entonc.es y 2 = 7. 

e) Si /(x) = 0, entonces x G A o x € B. 

/) a — b = c sii a = b + c. 

g) Para todo e > 0, existe 5 > 0 tal que si \x — xq\ < <5, entonces | f(x) — L\ < e. 

h) (V x > 0)(3 y > 0){-cP(x) «-)• [P(y) A i?(x)]}. 

*) (V e > 0)(3 5 > 0 ){|x - 1 | < 5 -> \f(x) - /( 1 )| < e}. 

j) (V R > 0)(3 x, y en A){[|x — y\ < R A x 2 / y 2 ] -> \x 2 + y\ > 2}. 

9. Simplifique las siguientes afirmaciones. 

a) —i (-P —> ~ 1 Q). d) —'(M V L) A L. 

b) A^{AAB). e) (P -A Q)\/ Q. 

c) {x a y) -> x. /) -.(x -> y) v y. 

10. Por cada uno de los siguientes argumentos, si es valido, de una derivacion, y si no es valido 
justifique. 

a) Si la comida es verde, entonces esta cruda. Si la comida hiede entonces esta rancia. La 
comida es verde o esta rancia. Luego la comida esta cruda o hiede. 

b) Si a Susan le gusta el pescado, entonces le gustan las cebollas. Si a Susan no le gusta el 
ajo entonces no le gustan las cebollas. Si le gusta el ajo, entonces le gustan las guayabas. 
Le gusta el pescado o le gusta el cilantro. No le gustan las gua 3 ^abas. Por tanto a Susan 
le gusta el cilantro. 

c) No es el caso que Fred toque tanto guitarra como flauta. Si Fred no toca guitarra y no 
toca flauta, entonces el toca organo y arpa. Si el toca arpa, entonces toca organo. Luego 
Fred toca organo. 

d) Si tu robas un banco, vas a la carcel. Si vas a la carcel, tu no te diviertes. Si tienes 
vacaciones, tu te diviertes. Tu robas un banco o tienes vacaciones. Por tanto tu vas a la 
carcel o te diviertes. 

11. Por cada uno de los siguientes argumentos, si es valido, de una derivacion, 3 ^ si no es valido 
justifique. 

P —>Q „ P^Q 

a) R —> S 

(P A R) —> (Q A S) 


{PVR) —> (Q Vi?) 
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PAQ 

c) (PVQ)^P 
~R 

E -> F 
-iG -A ->F 

d) H -f I 
EV H 
Gy I 

P -a Q 

-,p —>■ (P —>■ T) 
fiV(PVT) 

Qy s 

-x -> y 
/) ^x^z 

-iZ-> -.y 


~iP —> “i (C A P) 
D —A A 
l) 

cy d 
B —> A 


m) 


A —> C 
cy d 
C —a B 
B —> 

B —► -.P 
-A. 


E —>{B —> D) 
{C —aD)—aB 

n) Ay D 
A — > D 
E —> D 


L —>■ Af 

, (Af V X) -> (L -A K ) 

’> ,pal 

K 

-iA -a (B -a -.C) 

C -> -i^4 

A) (-DVA) ->■ C 
-.P 
~~-ip 

(A —> c)y B 
-.P —> -.P 

i) (P —> 5) —» (C —» P) 
SAy4 
.4 — > B 

—iB —y —i C 

~>B -> -.P 

. (Aab)-aC 
3) C —> 
cy d 
A —y -P 


(P —> Q) —> -P 
5 —» (R V T) 

n) T —> V 

S A^V _ 

P A —iQ 

P—>-Q 

-P —> (P —> -Q) 

o) (—>P V - 1 P) —> -i (~ 1 Q) 

-P 

~^P 

P —> {Qy R) 

Q —> (P v T) 

p) T —> U 

-(EVP) 

^P 

P —> -iQ 
P —> -iQ 
?) (p v T) —> P 
(-.P A -iP) —> P 
Q—aU 


*) 


(C A P) —> P 
-P 

cy d 


A 


(PVQ)A(PV P) 

(P —> P) A (Q —> P) 
^P 


P 


P 




26 


Capitulo 1. Logica Informal 


(P V Q) —> P 

(P V Q) — > [P— A (S<—>T)] 
PAS 
S i —» T 


v) 


R A S 

-iP -* (5 V P) 

-i Q —> -.P 


Q 


->S —> Q 

(UV P) —> (V VT) 
(P /\ S ) —> T 
J -P — 

Q —> P 
-.T —> V 

~'Q —> “iS 
(~ 1 P V P) V ~iQ 
u) 5 

P —> P 


5 


^P 


w) 


P —>• Q 
-i (-.P A -.P) 


5 


Q 


(-.5 V P) A (-.P V P) 
a;) —'P V Q 

S—aQ 


(-.A —> B) —> (P A — iP) 

y) _ 

n(iVB) 


12. Escriba una derivation para cada uno de los siguientes argumentos. 



(V x en U) 

{[P(x) V H(x)] -A \G(x) A K(x)]} 

a) 

-i(V x en U) 

[K (x) A G(x)] 


(3 x en U) 

h H(x)] 


—'(V x en V) 

[H (x) V K (x)] 

b) 

(V x en V) 

{[P(x) V — 'PT(x)] -A — 'G(x)} 


(3 x en V) 

[G{x) -A L(x)\ 


-i(3 x en W) 

[P(x) A Q(x)\ 


-i(3 x en W) 

h P(x)] 

c ) 

(3 x en W) 

(P(x) -A [Q(x) V -iS(x)]} 


(3 x en W) 

[jS'(x) -iP(x)] 


(V x en U) 

{P(x) ->■ hP(x) V 5(x)]} 

d) 

(3 x en U) 

[P(x) -> -i5(x)] 


(3 x en U) 

[P(x) -> .P(x)] 


(V x en U) 

[P(x) -> C(x)] 

e) 

-i(3 x en U) 

[T(x) A -iP(x)] 


(V x en U) 

hC'(x) -> ->r(x)] 


-■(3 a en V) 

[JV(a) A -.5(a)] 

/) 

(3 b en V) 

[1V(6)AP(6)] 


(3 c en V) 

[5(c) A 5(c)] 


(V x en Z) 

{[ti(x) -> P(x)] VT(x)} 

g) 

(3 x en Z) 

[T(x) -> P(x)] 

-i(3 x en Z) 

[-o4(x) V P(x)] 


(3 x en Z) 

[P(x)] 
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(V x en W)(3 y en W) {E(x) —> [M(x) V iV(y)]} 
-i(V x en W) [M(y)\ 

-i(3 x en W) [-> E(x)\ 

-■(V x en W) [-ilV(x)] 

(V x en W)(3 y en W) {E(x) —> \M(x) V AT(y)]} 
-i(V x en W) [M(x)\ 

(V x en W) [£^(x)] 

(V x en W) [-^(*' c )] 
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Estrategias de Prueba 


2.1. Pruebas en Matematicas. 


La mayoria de los historiadores atribuyen a Tales de Mileto haber usado por primera vez las 
pruebas en el siglo VI antes de Cristo. De hecho, se presume que varios de sus aportes en Matematicas 
se encuentran consignados en los trabajos de Euclides. Este ultimo, quien vivio en Alejandria en 
el siglo III antes de Cristo, elaboro un compendio llamado Los Elementos de Euclides, sobre la 
geometria conocida en esa epoca y la escribe en forma axiomatica. El trabajo de Euclides es quizas 
el primer tratado de la Matematica moderna, pues podria ser la primera vez que el racionamiento 
deductivo es usado para obtener propiedades elementales en el campo de la geometria. 

Un sistema axiomatico consiste en establecer unos principios basicos, llamados postulados o axio- 
mas, y deducir a partir de ellos, por medio de pruebas rigurosas, los Teoremas, Proposiciones, Lemas 
o Corolarios, que en su conjunto conforman la teoria sobre determinada area de la Matematica. En la 
actualidad, practicamente, todas las ramas de la Matematica son basadas en sistemas axiomaticos. 
La, palabra “prueba” podria tener diferentes significados dependiendo del area, de estudio. Por ejem- 
plo, en Biologia, Quimica o Fisica una prueba, podria consistir en datos experiment ales que confirmen 
cierta hipotesis. Intuitivamente en Matematicas, una prueba es una sucesion de argumentos que 
muestran que una conclusion deseada se sigue logicamente de las hipotesis dadas. Como ya, habran 
notado, el concepto de hipotesis en Matematicas es completamente diferente al de otras areas, para 
los matematicos una hipotesis es una irformacion que se tiene de antemano y para un fisico, quimico 
o biologo es algo que el cree que es cierto y desea comprobar realizando un experimento. 

En este capftulo trataremos de entender como hacer una, prueba, no como con las derivaciones que 
hemos hecho (que estan mas cerca de la logica), sino como las pruebas que encontramos practicamente 
en la mayoria de los libros de matematicas. En la, prueba, no haremos dos columnas como lo veniamos 
haciendo en las derivaciones, sino que la, prueba se desarrollara sin justificaciones logicas de reglas 
de inferencia. Las justihcaciones que se daran seran de orden matematico, refiriendonos a, axiomas 
o teoremas previos. Sin embargo, si analizamos en detalle la estructura de dichas pruebas veremos 
que alii detras estan las reglas de inferencia sosteniendolas. 
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En Matematicas se prueban afirmaciones, que usualmente llamamos teoremas, proposiciones, 
lemas, corolarios y ejercicios. Todas estas afirmaciones necesitan ser probados con el mismo rigor, 
aunque algunas de ellas no tengan la misma importancia en la teoria. Los teoremas tienden a ser los 
resultados mas importante; las proposiciones son usualmente menos importantes que los teoremas; 
los lemas son afirmaciones que son usadas para probar otros resultados; los corolarios son enunciados 
que se siguen facilmente de otros resultados y los ejercicios son afirmaciones que son dejadas al lector 
para que las pruebe. A continuation mostramos el enunciado de un teorema que conocemos bastante 
bien: el volumen V de una esfera de radio r es 47 j r3 . Observese que la expresion “V = no dice 
lo mismo que el enunciado que esta en italicas. Es importante definir las variables, decir que V es el 
volumen de una esfera y que r es el radio. Realmente, esas son las hipotesis o premisas del teorema 
y por tanto es importante que queden definidas. Ahora, aunque las palabras “Si..., entonces...” no 
aparecen en dicho enunciado; este enunciado es realmente un conditional. En efecto rescribamoslo: 
“Si r y V son el radio y el volumen, respectivamente, de una esfera, entonces V = La mayoria 

de los teoremas, proposiciones, corolarios y lemas son de la forma P -> Q o combination de estos, 
aunque explicitamente no se vean las palabras “Si..., entonces...”. Por tal motivo, antes de emprender 
la prueba de cualquier teorema, proposition, corolario o lema es necesario tener claro cuales son las 
hipotesis o premisas y que es lo que se quiere probar. Es decir, debemos poder distinguir cual es P 
y cual es Q. Si bien las hipotesis del teorema constituyen P, ellas no son las unicas premisas que 
podemos usar en la prueba, pues todo teorema, definition o axioma establecido anteriormente, es 
valido como premisa. Las definiciones y axiomas nos permiten comenzar a trabajar en una teoria, 
pues si no estariamos trabajando hacia atras infinitamente. 

La importancia de las pruebas debe ser mirada en su sitio c.orrecto. No hay que exagerar, pues la 
intuition juega un papel interactive con el rigor. La intuition y el rigor se retroalimentan mutuamente, 
sin este proceso los avances en Matematicas serfan practicamente imposibles. Es la intuition la que 
senala los caminos, la que dice que puede ser importante en la investigation, pero son las pruebas 
rigurosas las que confirman o no, lo que senala la intuition. Al mismo tiempo las pruebas rigurosas 
hacen que la intuition se incremente y de esta manera ocurre la retroalimentacion. Es decir, usamos 
las pruebas para convencernos de que algo es cierto, pero tambien las usamos porque haciendolas se 
nos aclaran las ideas 3 ^ probablemente se nos ocurren nuevas ideas. 

Inicialmente para aprender a hacer pruebas las tendremos que hacer en un contexto que mas 
0 menos todos conozcamos, 3 ^ el escogido va a ser la Teoria de Numeros intuitiva que tenemos. 
Supondremos que conocemos las principales propiedades de los numeros enteros, rationales 0 reales, 
es decir, sabemos que existen la suma, la resta, el producto, la division, la radicacion y que ademas, 
conocemos las reglas de manejo de estas operaciones. 


2.2. Pruebas Directas. 


Si debemos probar P -» Q una forma de hacerlo es suponer que P es cierto 3 ^ avanzar deducicn- 
do algunos hechos hasta que finalmente se llega a Q. Este estilo de prueba es lo que llamamos una 
prueba directa 0 por metodo directo. 
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Cuando se construye una prueba, primero se hac.e una exploration que nos aclarara cual es la 
mejor forma de escribir la prueba. Una cosa es la exploration y otra la prueba, una cosa es como 
se haya pensado la prueba y otra cosa es ya cuando se escribe. La prueba es el escrito final, que en 
general no muestra como se nos ocurrio la prueba. Algunas recomendaciones basicas para emprender 
la exploration es tener claro lo que se supone (i.e., la hipotesis ) y tener claro lo que se quiere probar 
(i.e., la tesis). Observemos que al comenzar las pruebas que ya hicimos en la section pasada, los 
primeros renglones establetian claramente lo que se supone y lo que se quiere probar. Esa es una 
buena practica. Una vez se tiene esto claro se debe hacer la exploration. Esta se hace comenzando 
por escoger una estrategia de prueba. Por ejemplo, se decide hacerla en forma directa y luego se debe 
imaginar cual sera la prueba con dicha estrategia. Si no se logra imaginar los pasos para realizar la 
prueba, quizas es conveniente probar una estrategia diferente. 

No hay una unica manera de hacer una prueba, probablemente, se requerira hacer muchas ex- 
ploraciones, es decir, buscar ejemplos diversos que ayuden a entender que es lo que esta ocurriendo 
3 ^ ayuden a visualizar la prueba. De todas maneras la experiencia nos ira ensenando muchos truc.os 
para hacer pruebas. Aun, si la estrategia \ r a esta definida hay muchas maneras diferentes de proce- 
der. Por ejemplo, para encontrar una prueba d e P —*■ Q uno comenzara asumiendo P, y avanzando 
logicamente para tratar de llegar a Q. O puede que otro comience mirando a Q, y pensando que 
necesita para llegar a P e ir retrocediendo. O tambien se pueden combinar arnbos metodos para 
encontrarse en la mitad. Esto anterior sera solo para entender los pasos que se deben dar en la 
prueba y sera considerado un borrador. Finalmente el ultimo paso de la prueba sera la escritura. No 
importa cuan enredada haya sido la ruta para encontrar las ideas, la prueba escrita debe ser directa 
(si la estrategia era direc.ta) 3 ^ absolutamente logica. Asi, en una prueba directa se comenzaria asi: 
Supongamos P... seguiria la argumentation paso a paso logicamente... y finalmente se diria, enton- 
ces Q. El pensamiento intuitivo que nos a 3 'uda a visualizar la prueba debe ser reemplazado por la 
deduction logica en el momento de escribir. En resumen hay dos pasos principales en una prueba. 

1. Formular la prueba en “borrador” (Exploration). 

2. Escribirla correctamente. 

De como se hagan estos dos pasos dependera de muchos factores. En general los pasos (1) y (2) se 
retroalimentan 3 ’ juegan un papel dialectico. Haremos ahora un ejemplo y para esto daremos algunas 
definiciones. 

Definition 2.1 (Numero Par e Impar). Sean n un entero. Decimos que n es par si existe un entero 
k tal que n = 2k. Decimos que n es impar si existe un entero j tal que n = 2j + 1. Si'mbolicamente 

n es par (3k en Z )(n = 2k) 

n es impar (3j en Z)(n = 2 j + 1) 


Hagamos un ejemplo de prueba directa 


Teorema 2.2. Sea n un entero. Entonces n es impar si existe un entero q tal que n = 2q — 1. 
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Prueba: Supongamos que n es impar. Por definition existe j entero tal que n = 2j + 1. Definamos 
q := j + 1, el cual es un entero, pues la suma de dos enteros es un entero. Note ademas que 

2q - 1 = 2(j + 1) - 1 = (2 j + 2) - 1 = 2j + 1 = n. 

As! pues, n = 2q — 1 , lo que termina la prueba. 

Definicion 2.3 (Divisibilidad). Sean m y n enteros. Decimos que m divide a n si existe un entero 
q tal que n = qm. Si m divide a n escribimos m\n y decimos tambien que m es un factor de n, y 
que n es divisible por m. Simbolicamente 

m\n <^=t- (3g en Z)(n = qm) 


Observese que “m|n” es una affirmation y no un numero, ademas, involucra el cuantificador 
existencial. 

Teorema 2.4. Sean a, b y c enteros. Si a\b y b\c entonces a\c. 


Borrador: Como nuestro objetivo es probar que a|c, de alguna manera debemos encontrar un 
entero q que cumpla que aq = c. Utilizando el hecho de que a\b y b |c, sabemos que existen enteros 
r y s tales que ar = b y bs = c . Esto nos sugiere tomar q = rs, lo cual vemos que si funciona pues 
(a?’)s = a(rs) = c. Escribamos ahora si la prueba. 

Prueba: Supongamos que a\b y b\c. Entonces existen enteros r y s tales que ar = b y bs = c. 
Definamos q := rs. Luego aq = a(rs ) = ( ar)s = bs = c. Por tanto aq = c, lo que implica que a|c. □ 

Observese que en esta prueba estamos haciendo dos ejemplificaciones existenciales y por eso 
usamos las letras diferentes r y s. Veamos otra prueba. 

Teorema 2.5. Sea n un numero entero. Entonces 


1. Si n es par, entonces 3 n es par. 

2. Si n es impar, entonces 3 n es impar. 


Borrador: Sabemos que n es un numero par, esto quiere decir que existe un numero entero k 
tal que n = 2k y queremos probar que 3n tambien es par; es decir, que hay un numero entero q tal 
que 3 n = 2 q. Esto nos sugiere tomar a q c.omo 3k. Efectivamente vemos que 3n = 3(2 k) = 2(3 k). 
Ahora si, escribamos la prueba. 

Prueba: Sea n un entero par, luego n = 2 k, para algun entero k. Si definimos q := 3k, entonces 
3n = 3(2 k) = 2(3 k) = 2 q, lo que implica que 3n es par. La prueba de la segunda parte del teorema 
es dejada corno ejercicio al lector. □ 
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2.3. Pruebas por Contrarrecfproco y Contradiccion. 


Estudiaremos dos clases de pruebas que aunque parezcan mas complicadas, muchas veces nos 
permiten resolver problemas de manera mas facil. 

Metodo del Contrarreciproco. 

Consiste en que para mostrar P —>■ Q mejor se prueba Q —>• -i P" y esto ultimo lo hacemos de 
forma directa. Por ejemplo 

Teorema 2.6. Sea n un numero entero. Si n 2 es par, entonces n es par. 

Borrador: Hacer esta prueba por metodo directo es muy duro, trate de hacerla. Queremos 
mostrar que n es par, esto es, que existe q entero tal que n = 2 q. Vamos a suponer que n no 
es par, entonces n es impar (mostraremos mas adelante que un entero no puede ser par e impar 
simultaneamente), luego n = 2 m + 1, para algun entero m. Lo que se nos viene a la mente es 
remplazar en n 2 . Entonces n 2 = (2m + l) 2 = 2m? + 4 m + 1 = 2(2 m? + m) + 1. Lo que estamos 
diciendo es que n 2 es impar, lo cual c.ontradice el hecho que n 2 es par. Escribamos la prueba. 

Prueba: Debemos probar que si n 2 es un entero par, entonces n es par. Lo haremos por contrarre¬ 
ciproco, para esto supongamos que n no es par, es decir, n es impar y probaremos que n 2 no es par. 
Como n es impar existe un entero k tal que n = 2k+l, luego n 2 = ( 2k+l ) 2 = 2(2k?+2k) + l = 2g+l, 
donde q := 2 k? + 2k es claramente un entero. De aqui tenemos que n 2 es impar, lo que termina la 
prueba. □ 

El Metodo de Contradiccion o Absurdo. 

Consiste en lo siguiente, para probar P —>■ Q probaremos que ^(~^(P —>■ Q )) es cierto, lo cual 
hacemos aprovechando la equivalencia -i (P —> Q) ^ P A -i Q, y se trata de probar que si P A -i Q 
es verdadero se deriva una contradiccion, luego obligatoriamente ->(P Q) es falso y por lo tanto 
concluiremos que -'(~'(P -» Q)) debe ser verdadero. Observe que usamos Doble Negacion y el 
Principio del Medio Excluido. Veamos un ejemplo. 

Teorema 2.7. No existe un entero n que sea par e impar sim.ultdneam.ente. 


Prueba: Supongamos que n es para e impar, entonces existen k y j enteros tales que n = 2k y 
n = 2 j + 1. Luego 2k = 2j + 1, lo que implica que k — j = pero sabemos que la diferencia de 
dos enteros es un entero, lo que implica que \ es un entero, pero esto es absurdo. Lo que termina la 
prueba del teorema. □ 

Veamos otro ejemplo, pero antes necesitamos una definicon. 

Definicion 2.8 (Numeros Irracionales). Sea x un numero real. Decimos que x es un numero racional 
si existen un entero m y un natural n tales que x = ™. Si x no es un racional, diremos que x es 
irracional. 
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Teorema 2.9. \/2 es irracional. 


Prueba: Supongamos que y/2 es racional. Entonces existen m entero y n natural tales que \/2 = 
m/n. De hecho, podemos asumir que la fraction ™ esta escrita en la forma reducida, esto es, que rri 
y n no tienen otro factor comun diferente del 1. Como \/2 es positivo, tenemos que m es un natural. 
Luego 2 = m 2 , esto es, rri 2 = 2n 2 . Lo que indica que m 2 es par, por ejemplo anterior se tiene que 
m es par. Asi que existe q en los enteros tal que m = 2 q. Por tanto (2c/) 2 = 2 n 2 , es decir n 2 = 2c/ 2 , 
lo que nos dice que n 2 es par, asi que existe p entero tal que n = 2 p. Por tanto m y n tienen como 
factor comun al 2, lo cual es absurdo pues la representation de \/2 es la mas reducida. □ 


2.4. Metodo de Casos y Pruebas de “si y solo si”. 

Metodo de Casos o Disyuncion de Casos. 

El metodo de casos o disyuncion de casos lo usamos cuando tenemos que probar, por ejemplo, 
algo de la forma (A.V B) —>• Q y por ejercicio anterior esto es equivalente a probar {A —> Q) A(B —>• Q ) 
o tambien por las reglas de inferencia se tiene que 

A V B 
A -+ Q 

B -+ Q _ 

Q V Q Dilerna Constructive 

Q Q V Q Q es una tautologia 

Es claro que el argumento dado arriba puede ser generalizado para probar algo de la forma (iVBV 
C) Q. Para hacer algunos ejemplos de este metodo de demostracion, primero se hara un resumen 
sobre desigualdades en los numeros reales. 


Propiedades de la desigualdad sobre los numeros reales. 

1. (Tricotomia) Sean x,y numeros reales arbitrarios. Entonces una y solo una de las siguientes 
afirmaeiones se satisfac.e x<y,y<xox = y. 

2. (Monotonia de la suma) Sean x,yyz numeros reales arbitrarios. Si x < y, entonces x+z < y+z 

3. (Transitividad) Sean x,y y z numeros reales arbitrarios. Si x < y y y < z, entonces x < z 

4. (Monotonia del producto) Sean x,y y z numeros reales arbitrarios. Si x < y y 0 < z, entonces 

xz < yz. 

A continuation enunciamos dos resultados que seran usados de aqui en adelante y son dejados como 
ejercicios al lector 
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Teorema 2.10. 1. Sean a,b y c numeros reales. Si a < b, entonces a — c < b — c. 

2. Sean a,b y c numeros reales. Si a < b y z < 0, entonces ac > be. 

Ahora veamos un ejemplo sencillo. 

Teorema 2.11. Sean a y b numeros reales, a 2 < b 2 si 0 < a < b 6 si b < a < 0. 


Prueba: Supongamos que a y b son numeros reales. Veamos que tanto si 0 < a < b como si 
b < a < 0, tenemos que a 2 < b 2 . Es decir, en ambos casos debemos probar que a 2 < b 2 . En efecto, si 

0 < a < b entonces b > 0 y a < b, luego ab < bb, pues al multiplicar una desigualdad en ambos lados 

por algo positivo la desigualdad no cambia y, similarmente, como a > 0 y a < b entonces aa < ab, 
luego por transitividad, aa < bb, es decir a 2 < b 2 es cierto. 

Consideremos ahora el otro caso. Si b < a < 0 entonces 0 < — a < —b, pues al multiplicar una 
desigualdad por numero negativo ella cambia v por el caso anterior tendriamos que (—a ) 2 < (— b) 2 , 
pero por propiedades conocidas (—a ) 2 = a 2 y (— b) 2 = b 2 , luego o 2 < b 2 tambien es cierto. En ambos 
casos se concluye que a 2 < b 2 , lo que termina la prueba. □ 

Ejemplo 2.12. Volvamos a analizar el teorema que acabamos de probar. Este dice ast: Sean a y b 
numeros reales, a 2 < b 2 si 0 < a < b 6 si b < a < 0 . 

Vemos que este teorema tiene la forma P V Q —> R siendo, 

P : a y b numeros reales tales que 0 < a < b. 

Q : a y b numeros reales tales que b < a < 0. 

R : a 2 < b 2 . 


La hipotesis es FV Q 
Probamos que P -> R 
y que Q —> R 

y concluimos R\J R Por dilema constructive. 

Pero RV R R. Las reglas de inferencia siempre estaran alii, aunque no se vean explicitamente. 

Ejemplo 2.13. Sea n un entero, entonces uno de estos dos numeros n y n + 1 es par, y el otro es 
impar. 


Borrador Reescribamos el enunciado. Sea n un entero, entonces si uno de los numeros uon + l 
es par, entonces el otro es impar. Analizaremos los dos casos posibles. Ya sea que n es par o que 
n + 1 es par 3 ^ en cada caso debemos concluir que el otro es impar. 


Prueba: Sea n un entero. Entonces analicemos los dos casos. 

Caso 1: Si n es par, entonces existe k entero tal que n = 2k, luego n + 1 = 2k + 1 y asi n + 1 es 
impar. 
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Caso 2: Si n+1 es par, entonces existe r entero tal que n+1 = 2 r, luego n = 2r —1 = 2 (r — 1)+2 —1 = 
2 (r — 1 ) + 1 , por tanto n es impar. □ 

En el ejemplo anterior teniamos solo dos casos posibles, pero a veces hay que analizar mas de dos 
casos, y en todos se debe llegar a la misma conclusion. Se necesita que los casos analizados cubran 
todas las posibilidades. 

Nota 2.14. Si queremos probar P —> (AVB) este no es por casos. Podemos usar {-*A A-> B) —> ~>P 
(contrerreci'proco) o, tambien que [P —> (A V B)\ [(P A -iA) —>• B\. Entonces podria ser por 
metodo directo probando (P A -iA) —> B. 

Teorema 2.15. Sean x, y numeros reales. Si xy es irracional, entonces x es irracional o y es 
irracional. 

Borrador El teorema tiene la forma P —> (A\/B). Supondremos P A~>A para tratar de concluir 
B. Es decir supondremos que xy es irracional y x es racional, 3 ^ debemos llegar a que y es racional. 

Prueba: Supongamos que xy es un numero irracional \ r que x es racional. Entonces existen m un 
entero 3 ^ n un natural tales que x = ™. Debemos probar que y es irracional. Usemos el metodo de 
contradiction. Supongamos que y es racional, entonces existen un entero r 3 ' un natural s tales que 
y = Luego xy = (™)(j)) = yry, pero mr es un entero 3 ^ ns es un natural, por tanto xy es racional, 
lo cual es absurdo. Asi que y es irracional. □ 

Nota 2.16. 1. zComo probamos teorem.as de la forma A A B —»• P? Se supone A A B y se llega 

a P. No es necesario usar el metodo de casos. 

2. l Y para probar una afirmacion como P —> A A B ? Observemos las siguientes equivalencias: 
[P 4 (4 A B)\ <3- [(P —> A) A (P —> B)] [(— 1^4 V -■ B) —> ->P], La ultima afirmacion la 

podemos demostrar usando el metodo de casos. 

Pruebas con “si y solo si”. 

Probar P f> Q es equivalente a probar (P —>• Q) A (Q -» P) y estos dos condicionales los 
probaremos por cualquiera de los metodos explicados anteriomente. A continuation presentamos un 
ejemplo. 

Teorema 2.17. Sean a y b enteros diferentes de cero. Entonces a\b y b\a si y solo si a = b 6 a = —b. 
Prueba: Sean ay b dos enteros distintos de cero. 

“=>” Supongamos que a\b y b\a. Entonces existen enteros my n tales que am. = b y bn = a. Usando 
las dos igualdades anteriores tenemos que ( bn)m = b. Luego b(nm ) = b y como 6/0 entonces 
nra = 1. Lo que implica que u = 1 y m = 1 6 n = -1 y m = -1. En el primer caso tendriamos que 
a = b y en el segundo caso que a = —b. 

“4=” Supongamos ahora que a = b 6 que a = —b Examinemos cada caso. Si a = b entonces claramente 
al = b y asi a\b pero tambien a = 61 y entonces tambien b\a. Y si a = — 6 entonces a(— 1) = b y en 
este caso a\b y tambien a = (— 1)6 luego b\a. □ 


Veamos otro ejemplo. 
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Teorema 2.18. Sean m y n enteros. Entonces mn es impar si y solo si m y n son am,bos impares. 


Borrador. Probemos la implicacion en forma directa y la implication “=>•” por c.ontrarre- 
ciproco \ r dis 3 r uncion de casos. 


Prueba: Sean my n enteros. 

“•t=” Supongamos que my n son ambos impares, luego existen enteros r y s tales que m = 2r + 1 
y n = 2s + 1 entonces mn = (2 r + l)(2s + 1) = 4rs + 2r + 2s + 1 = 2(2rs + r + s) + 1. Ahora, 
defina q := 2 rs + r + s y note que q es un entero, pues r y s lo son. Por tanto mn = 2q + 1 } r 
consecuentemente mn es impar. 

“=>” Razonemos por contradiction. Supongamos que n y rn no son ambos impares. Es decir estamos 
suponiendo que rn es par 0 que n es par. Analicemos cada caso. 

Caso 1: Si m es par, entonces existe un k entero tal que m = 2k, luego 

mn = (2 k)n = 2 (kn) 

y como k y n son enteros, kn tambien lo es, luego mn no es impar. 

Caso 2: Si n es par se prueba de forma similar al Caso 1 que mn no es impar. 

Luego hemos probado que si m y n son ambos impares entonces mn no es impar, asi que por 
contrarreciproco el resultado es cierto. □ 


Teorema 2.19. Sea n U7i entero. Entonces n es impar si y solo si existe un entero q tal que n = 2q—l. 


Prueba: La prueba se deja como ejercicio, note que ya se hizo una direction en el Teorema 2.2 □ 

Es muy comun encontrar teoremas donde se quiere probar que varias afirmaciones son equivalen- 
tes. La forma de ellos es: Se dan hipotesis 3 ^ se dice al final de las hipotesis: “Entonces las siguientes 
afirmaciones son equivalentes”. 


(1) 

A 

(2) 

B 

(3) 

C 

(4) 

D 


Para hacer la prueba es suficiente hacer un circulo que pase por todas las afirmaciones. Por ejemplo 
podriamos probar (l)=t-(2), luego (2)=t-(4), despues (4)=^(3) y finalmente (3)=^(1) y al cerrar el 
circulo quedaron probadas todas las equivalencias. Cada una de las implicaciones se demuestra con 
cualquiera de las metodos aprendidos. Tambien se podria mostrar que (l)=t-(4), despues (4)=^(2), 
luego (2)=^(3) 3 ^ finalmente que (3)=^(1). Como dijimos anteriormente, es solo hacer implicaciones 
que formen un circulo. 
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2.5. Cuantificadores en Teoremas. 

Si miramos de cerca algunas de las pruebas mostradas anteriormente (sino todas) nos daremos 
cuenta de que ellas involucxan cuantificadores. La presencia de ellos es una de las mayores fuentes de 
error si no se trabaja con cuidado. Comencemos considerando afirmaciones que involucran un solo 
cuantificador universal, esto es, son aquellos de la forma (Vx en U)P(x). Algunos de los teoremas 
explicados en este libro tienen esta forma. 

Ejemplo 2.20. u Sea n un entero. Entonces n 2 + n es par”. Lo podemos entonces reformular u Para 
todo n en los enteros, n 2 + n es par”. Para hacer la prueba, lo que hacemos es tomar un entero 
cualquiera que denotamos por n y para este entero cualquiera se llega a la conclusion de que n 2 + n 
es par. Y ast queda probada la afirmacion para todo entero n. 


Recordemos que la exploration no es la prueba y si bien en la exploration podriamos haber 
chequeado que 3 2 + 3 es par, esto no constituye la prueba para todos los enteros n. 


iComo probar (Vx en U)P(x)7 Pues se prueba su equivalente “Si x esta en U. entonces P(x) es 
verdad” que es un condicional y lo podemos probar con cualquier metodo. Asi pues, tomamos un 
elemento arbitrario x en U y se trata de probar que P(x) es verdadero. Si hacemos esto, entonces 
queda probado (Vx en U)P(x). /.Que reglas de inferencia hay detras? Generalization Universal, pues 
se probo P(x) con x arbitrario y de alii se concluye (Vx en U)P(x). 


Otro tipo de teorema es aquel que involucra un unico cuantificador existential y tiene la forma 
(3x en U)P(x). Para probar un teorema de esta forma, se trata de producir (de alguna forma la 
cual resulta irrelevante en el teorema) un elemento particular zq en U que verifique a P(x), es 
decir, tal que P(zq) es verdad. En esta prueba tambien hay un condicional que podemos probar 
con cualquiera de los metodos. Ellas tienen mas o rnenos la siguiente estructura. Primero de alguna 
forma se define un zq en U escogido de tal manera que uno sepa que va a cumplir P(x), luego se 
prueba el condicional “Si x = zq entonces P(x) es verdad”. La forma de como se encuentra el zo es 
irrelevante en la prueba, pero muy import ante en la exploration. Muchas veces para encontrar el 
objeto supondremos que P(zq) es verdadero y se va hacia atras para identificar a zq. Pero esta no 
es la prueba, pues no siempre es posible reversar los argumentos. Hagamos un ejemplo, para lo cual 
necesitamos una definition preliminar. 


Definition 2.21. Recordem.os que si A 


a b 
c d 


entonces det A = ad — be y Tr A = a + d. 


Proposition 2.22. Existe una m.atriz A de tamano 2x2 con entradas enteras tal que det A = 4 y 
Tr A = 7. 


Borrador. Debemos exhibir un rnatriz A que cumpla esas dos caracteristicas. Con que mostre- 

mos una es suficiente, pero podria haber muchas. 

/ , \ 
a b 


Suponga que A = 


d 


. Las condiciones det A = 4 y Tr A = 7, implican ad— be = 4 y a + d = 7, 
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respectivamente. Como a y d son enteros las opciones para a y d son muchas. Les damos valores y 
luego tanteando buscamos los valores para bye. Por ejemplo a = 3, d = 4, luego ad = 12, entonces 

/ 3 

be = 12 — 4 = 8 y podriamos escoger a b = 1 y c = 8 y, asi, A = es una matriz que 

V 8 4 / 

cumple las condiciones pedidas. En realidad hay muchas pero para probar la proposition necesitamos 
mostrar solo una. 


Prueba: Considere A 
termina la prueba. 


3 1 

8 4 


. Entonces det 4 = 3x4 - 1x8 = 4 v Trti = 3 + 4 = 7. Lo que 

□ 


Observese la diferencia entre el borrador y la prueba. En el borrador salimos de lo que queriamos 
concluir hacia atras, pero eso no es la prueba. Y aunque uno ve que pueden haber muchas matrices 
que verifican las condiciones, es suficiente mostrar una. 

Cuidados que debemos tener. 

A1 resolver una ecuacion; lo que se muestra es la forma como se encontro el x que cumple la 
condition, pero estrictamente hablando no es una prueba. 

Ejemplo 2.23. Si x + 3 = 2 , luego x = 2 — 3, asi x = — 1. 


Lo que queremos probar es: 

Proposicion 2.24. u Existe un x en los reales tal que x + 3 = 2”. 


Prueba: Sea x = —1, entonces reemplazando x = — 1 en x + 3 = 2 obtenemos —1 + 3 = 2 , luego 
x = — 1 verifica la ecuacion. □ 

Sin embargo pedagogicamente, a nivel elemental, se exige que el estudiante muestre el procedimiento 
para encontrar que x = — 1 . 

Volviendo a teoremas que tienen el cuantificador existential, es comun encontrar teoremas que 
exigen probar que es unico el objeto que verifica lo que queremos. En nuestra proposicion de la 
matriz veiamos que eran varias las matrices que podfan satisfac.er la propiedad. Pero algunas veces 
es un solo objeto y se puede probar que ese es el unico, estos teoremas los llamamos de existencia y 
unicidad. A continuation presentamos las propiedades mas importantes de las funciones exponential 
3 ^ logaritmo natural, las cuales seran necesarias en los siguientes ejemplos. 

1. Sean x y y numeros reales, entonces e x e y = e x+y . 

2. Sea x un numero real, entonces e x > 0, e° = 1 y In 1 = 0. 

3. In (xy) = In x + lny, para todo los numeros reales x, y > 0. 

4 . e lnx = x, para todo numero real x > 0 . 
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5. 111(6*) = x, para todo numero real x. 

6. Si a > 0 y r es un numero real, entonces ln(a r ) = rlna. 

7. Sean x, y numeros reales. Si e x = e y , entonces x = y, esto quiere decir que la funcion exponen- 
c.ial es inyectiva, conc.epto que definiremos mas adelante 

8. Sean x,y numeros positivos. Si lnx = In y. entonces x = y, esto quiere decir que la funcion 
logaritmo natural es inyectiva en (0,+00). 

Proposicion 2.25. Exists un unico x en los reales tal que 

e x+3 = 2. (2.1) 


Borrador Si e x+ 3 = 2 entonces In e x+3 = In 2, luego x + 3 = In 2, asi que, x = In 2 — 3. Con 
esto hemos identificado un real especifico que satisface la ecuacion. Ahora, para probar la unicidad, 
supongamos que hay otro elemento y que satisface la condition, es decir, tal que e y+:i = 2, pero 
haciendo los mismos calculos se llega a que y = In 2 — 3 luego es el unico objeto que satisface la 
ecuacion (2.1). 

Prueba: Unicidad: Supongamos que existen dos numeros a y b tales que e a+3 = 2 y e b+3 = 2. 
Entonces e a+3 = e b+3 , luego por la invectividad de la funcion exponencial se tiene que a + 3 = b + 3 
3' asi a = b. 

Existencia: Sea x = In 2 — 3 reemplazando en la ecuacion (2.1) obtenemos que e( ln 2 ~ 3 )+ 3 = e ln 2 = 2. 
Luego x verifica (2.1). □ 

Recordemos que 

->[(Vx en U)P(x)\ <ty (3a; en U)(->P(x)) 

y que 

-i[(3x en U)P(x)] <ty (Vx en U)(-<P(x)). 

Entonces si queremos probar por ejemplo que (Vx en U)P(x) es una afirmaeion falsa es suficiente pro¬ 
bar que (3x en U)(-iP(x)) y esta ultima la hariamos como ya hemos mostrado, es decir encontrando 
un elemento xo en U que no satisface a P(x). Dicho elemento lo llamamos Contraejemplo. 

Por ejemplo para mostrar que la afirmaeion “Para todo numero real x se tiene que x + 1 = 0” es 
falsa, basta enc.ontrar un contraejemplo. Esto es falso pues x = 8 es un numero real y sin embargo 
x + l = 8 + l = 9/0. Asi que x = 8 es un contraejemplo. 

iComo enfrentar pruebas con mas de un cuantificador? La clave es tomarlos uno por uno de 
afuera hacia adentro, \ r si ellos no estan explicitos se debe tener especial cuidado en no confundir su 
orden. 

Proposicion 2.26. Para cada numero real x existe un numero real y > 0 tal que e x — y > 0 

Borrador La proposicion tiene la forma (Vx en M)(3 y > 0)(e* — y > 0). Si P(x) = (3 y > 
0)(e* — y > 0) lo que hay que probar es (Vx en R)P(x). Entonces se trata de dar un real arbitrario x 
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para el cual debemos probar que P(x) = (3y > 0 ){e x — y > 0) es verdadero y esta ultima la podremos 
probar si encontramos un yo real que verifique dicha desigualdad, dicho yo puede depender de x. 
Como e x > 0, entonces si definimos yo = ^ > 0 vemos que se cumple la desigualdad. 


Prueba: Sea x un numero real arbitrario. Considere yo = \ y note que 


e -yo = e 



pues e x > 0. Luego para cada real x hemos encontrado un numero real yo positivo tal que e x — yo > 0. 
Lo que prueba la proposition. □ 


En contraposition con la proposition anterior, la afirmacion “existe un numero real positivo y tal 
que e x — y > 0, para todo real x" es falsa. En efecto ella tiene la forma (3 y > 0)(Vx en M)(e I — y > 0). 
Si probamos que (Vy > 0)(3x en M)(e x — y < 0) es cierto entonces tendriamos que su negation es 
falsa. Escribamos esto como una proposition. 

Proposicion 2.27. Para todo real positivo y existe un real x tal que e x — y < 0. 


Prueba: Sea y un numero positivo arbitrario. Entonces In y existe. Sea xq = lny — 1, entonces 
xq < xq + 1 = lny y como la fun cion exponential es creciente se tiene que e x ° < e lny . Luego e x ° < y 
y asi e x ° — y < 0 lo que implica que e x ° — y < 0. Hemos entonces probado que para todo y real 
positivo existe un xo real tal que e x ° — y es menor o igual que cero. Luego la afirmacion “existe un 
numero real positivo y tal que e x — y > 0, para todo real x” es falsa. □ 

Proposicion 2.28. Existe un real positivo y tal que para todo numero real x se tiene x 2 + 1 > y. 

Borrador La afirmacion es de la forma (3 y > 0)(Vx en M)(x 2 + 1 > y). Bastara encontrar un 
yo > 0 que verifica que (Vx en M)(x 2 + 1 > yo), como x 2 + 1 > 1 si tomamos cualquier y tal que 
0 < y < 1, la prueba estarfa terminada. 

Prueba: Sea yo = \, entonces 0 < yo < 1. Ahora, considere x un real arbitrario, entonces x 2 > 0, 
luego x 2 + 1 > 1 y como 1 > ^ = yo entonces xo 2 + 1 > yo- Lo que termina la prueba de la 
proposicion. □ 

Definiremos ahora lo que son los numeros primos 3^ compuestos, conceptos que seran utiles para 
hacer algunos ejercicios. 

Definicion 2.29 (Numeros Primos). Sea n un entero positivo mayor que 1. Decimos que n es primo 
si los ilnicos divisores positivos que tiene son el 1 y el mismo. Diremos que un entero positivo mayor 
que 1 es compuesto si no es primo. For convenio 1 no es primo y tampoco compuesto. 

De la definicion anterior se tiene que si m es un entero positivo, n es primo y m|n, entonces 
m = 1 6 m = n. Tambien se deduce que si n es compuesto, existen enteros positivos p y q tales que 
p/l,p/nyn = pq. 
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Cuando escribimos debemos pensar que habra lectores diferentes a nosotros. For lo tanto las 
cosas deben estar escritas clara y correctamente. For eso debemos seguir las siguientes reglas 

1. Una prueba escrita se debe defender sola. No asuma que quien lee es un genio. Piense que 
usted no esta al lado de quien lee para explicarle lo que usted quiere decir. 

2. Escriba de rnanera precisa y cuidadosa. Este seguro de que lo que escribe es lo que usted 
quiere decir. Por ejemplo, no olvide poner comas y puntos donde debe eolocarlos. No olvide 
las hipotesis al redactar los teoremas. Revise sus escritos c.omo si fuera otro el que lee. 

3. Pruebe lo que es apropiado. Que no le fatten detalles importantes, pero tampoco exagere en 
las justificaciones. 

4. Sea c.uidadoso con expresiones como “Es obvio que”. Lo que le puede parecer obvio a usted, 
puede que a otra persona no le parezca. En ingles: Obvious, es algo cuya demostracion en 
tiempo no requiere mucho esfuerzo. Trivial (en ingles) es algo que si bien puede tomar mucho 
tiempo para probar, una vez se encuentra la prueba es facil. 

5. Use frases completas y gramaticalmente correctas. 

6 . Use los signos de igualdad correctamente. 

Ejemplo 2.30. Se pide encontrar f'(x) para f(x) = x 2 y el estudiante escribe “f(x) = x 2 = 
2x = f(x)”, esto no tiene sentido. O si escriben “f(x) = x 2 , entonces 2x” tampoco es correcto. 
El signo de igualdad lo estan usando incorrectamente. Hay que pensar que “=” significa “es 
igual” y por tanto no se puede poner en cualquier parte, ni se debe dejar de poner donde se 
necesite. 

7. Defina todos los smibolos y terminos que usa. Es importante definir el significado que tienen 
las letras que usa 3 ^ las palabras nuevas que se usan. Trate de no inventar nuevos terminos, 
mas de lo necesario, y de que las letras sean lo mas sencillas posibles, trate de que no haya 
rnuchos subfndices 0 superindices. Hagale la vida facil al que lee. 

8 . Divida una prueba muy larga en pasos 0 extraiga lemas. 

9. Distinga el lenguaje formal del informal. 

Lenguaje formal: definiciones, afirmaciones, teoremas, pruebas. En ingles la palabra “formal” 
significa que el procedimiento se hara asumiendo todas las hipotesis que se necesiten. Un 
significado un poco differente al que usamos en el Castellano. 

Lenguaje informal: se usa para motivation 0 intuition. 

10. Otras recomendaciones. 

a) No ponga un sfmbolo inmediatamente despues de un signo de puntuacion. Use alguna 
palabra entre los dos. 

b) En la escritura final no use smibolos como V,3, A, V, Use palabras. 
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c) Use notation consistente, por ejemplo, si comienza denotando las matrices con mayuscu- 
las, sigalas denotando con mayusculas. 

d) Escriba formulas largas en una sola linea reservada para ellas, pero entienda que es la 
continuation de lo que escribe. 

e) Ponga mayusculas cuando va a referirse a teoremas, proposiciones o capitulos que tienen 
un numero, por ejemplo: “Segun el Teorema 2.2.3...”, pero no ponga mayusculas en frases 
como: “el teorema anterior dice”. 


2.7. Ejercicios 

1. Pruebe el Teorema 2.10. 

2. Sean n y m enter os. 

(i) Muestre que l|n. 

(ii) Muestre que n|n. 

(iii) Muestre que si m\n, entonces m\(— n). 

3. Sea n un entero. 

(i) Muestre que si n es par, entonces 3n es par. 

(ii) Muestre que si n es impar, entonces 3n es impar. 

4. Sea n un entero. Muestre que si n es par entonces n 2 es par, y si n es impar entonces n 2 es 
impar. 

5. Sea n un entero. Decimos que n es multiplo de 3 si n = 3 k para algun entero k. Sean n y m 
enteros. 

(i) Suponga que n y m son multiplos de 3. Muestre que n + m es multiplo de 3. 

(ii) Suponga que n es multiplo de 3. Muestre que nm es multiplo de 3. 

6 . Sean a, b, c, my n enteros. Muestre que si a\b y a\c, entonces a\{bm + cn). 

7. Sea a, b, c y d enteros. Muestre que si a\b y c\d, entonces ac\bd. 

8 . Sean a y b enteros. Muestre que si a\b, entonces a n \b n para todo entero positivo n. (No se 
necesita induction matematica en este ejercicio) 

9. Sea n un entero. Muestre que si n 2 es impar, entonces n es impar. 

10. Sean a, b y c enteros. Muestre que si a no divide a be, entonces a no divide a b. 

11. Muestre que el producto de un numero rational diferente de cero y un numero irrational es 
irrational. 

12. Sean a, bye enteros. Suponga que existe un entero d tal que d\a y d\b, pero d no divide a c. 
Muestre que la ecuacion ax + by = c no tiene soluciones tales que x y y sean enteros. 
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13. Sea n un entero compuesto. Muestre que existen enteros p y q tales que n = pq, y 1 < p, q < n. 

14. Sea c > 2 un entero compuesto. Muestre que existe un entero positivo 6 ^ 1 tal que b\c y 
b < \fc. (Haga esta prueba en forma directa). 

15. Sea q un entero positivo tal que q > 2 y para todo a y b enteros, si q\ab entonces q\a o q\b. 
Muestre yjq es irrational. 

16. Sea q un entero positivo tal que q > 2 y para todo a y b enteros, si q\ab entonces q\a o q\b. 
Muestre que q es un nurnero primo (el reciproco de esta affirmation tambien es verdadero, pero 
es mucho mas dificil de probar). 

17. Sean a, b y c enteros tales que c / 0. Muestre que a\b si y solo si ac\bc. 

18. Sean ay b enteros. Decimos que ay b son primos relativos si la siguiente condition se cumple: 
Si n es un entero tal que n\a y n\b , entonces n = ±1. 

(1) Encuentre dos enteros ay b que sean primos relativos. Encuentre dos enteros eye! que 
no sean primos relativos. 

(2) Suponga que a y b son enteros positivos. Muestre que las siguientes afirmaeiones son 
equivalentes. 

(i) ay b son primos relativos. 

(ii) a + b y b son primos relativos. 

(iii) a y a + b son primos relativos. 

19. Sea n un entero. Muestre que uno de los dos numeros n y n + 1 es par, y el otro es impar. 

20. Asuma que si n es un entero, entonces exactamente una de las siguientes afirmaeiones es valida: 
n = 3k para algun entero k, 6 n = 3 k + 1 para algun entero k, 6 n = 3k + 2 para algun entero 
k. (La prueba de este hecho es basado en el Algoritmo de la Division que probaremos mas 
adelante.) Sean n y m enteros. 

(1) Suponga que n es multiplo de 3 y que m no es multiplo de 3. Muestre que n + m no es 
multiplo de 3. 

(2) Muestre que mn es multiplo de 3 si y solo si m 6 n es multiplo de 3. 

21. Encuentre todas las triplas de numeros p, p + 2 y p + 4 tal que todas los tres numeros sean 
primos. Pruebe que se tienen todas dichas triplas. 

22. Sea n entero. Muestre que exactamente una de las siguiente s afirmaeiones se cumple n = 4fc 
para algun entero k, 6 n = 4 k + 1 para algun entero k, 6 n = Ak + 2 para algun entero k, 6 
n = ik + 3 para algun entero k. (Todo lo que se necesita es el hecho que todo entero es par 6 
impar.) 

23. Sea n un entero impar. Muestre que existe un entero k tal que n 2 = 8k + 1. 

24. Sea x un nurnero real. Definimos el valor absoluto de x, denotado |x|, como 


x 


x, if x > 0, 
x, if x < 0. 
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Sean x y y numeros reales. Pruebe las siguientes afirmaciones. 

(i) | — x\ = \x\. 

(ii) \x\ 2 = x 2 . 

(iii) \ x -y\ = \y- x\. 

(iv) \xy\ = \x\\y\. 


25. Sean x y y numeros reales. Definimos el x ^ y y x y como 


x 


y = 


x, if x > y, 

y, if X < y. 


y X^y = 


y, if x > y, 
x, if x < y. 


Sean a, bye numeros reales. Pruebe las siguientes afirmaciones. 

(i) (a ^ b) + (a ^ b) = a + b. 

(ii) (a b) + c = (a + c) ^ (b + c) y (a ^ b) + c = (a + c) (6 + c). 

(iii) (a ^ b) ^ c = a ^ (b ^ c) y (a ^ b) ^ c = a ^ (b ^ c). 

(iv) (a ^ b) — (a ^ b) = \a — b\. 

(v) a ^ 6 = ^(a + + |a — b\) y a ^ b = ^(a + b — \a — b\) 

26. Sea x un numero real. Denotamos por |_a;J el mayor entero menor o igual que x. Para clarificar 
esta definicion, note que existen unicos numeros I x y (jx tales cjue I x es un entero, 0 < < 1 y 

x = I x + fjx, entonces |_ay| = I x - Sean x y y numeros reales. Pruebe las siguientes afirmaciones. 

(i) L-^J + L —X J es igual a 0 6 —1. 

(ii) [x + y\ es igual a + [y\ 6 [.tJ + [y\ + 1 

(iii) Si x, y > 0, entonces [y\ < [xy\ < [x\ [y\ + + [y\ ■ 


27. Pruebe 6 de un contraejemplo para cada una de las siguientes afirmaciones. 

(i) Para cada numero no negativo s, existe un numero no negativo t tal que s >t. 

(ii) Existe un numero no negativo t tal que para todo numero no negativo s, se tiene que 

s > t. 

(iii) Para cada numero no negativo t, existe un numero no negativo s tal que s >t. 

(iv) Existe un numero no negativo s tal que para todo numero no negativo t, se tiene que 

s > t. 


28. Pruebe 6 de un contraejemplo para cada una de las siguientes afirmaciones. 

(i) Para cada entero a, existe un entero b tal que a\b. 

(ii) Existe un entero b tal que para todo entero a, se tiene que a\b 

(iii) Para cada entero b, existe un entero a tal que a\b. 

(iv) Existe un entero a tal que para todo entero b, se tiene que a\b. 

29. Pruebe 6 de un contraejemplo para cada una de las siguientes afirmaciones. 
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(i) Para cada numero real x, existe un numero real y tal que e x — y > 0. 

(ii) Existe un numero real y tal que para todo numero real x, se tiene que e x — y > 0 

(iii) Para cada numero real y, existe un numero real x tal que e x — y > 0. 

(iv) Existe un numero real x tal que para numero real y, se tiene que e x — y > 0. 


30. 


Pruebe 6 de un contraejemplo para la siguiente afirmacion: Para cada entero positivo a, existe 
un entero positivo b tal que 

11 

2 b 2 + b K dP' 


31. Pruebe 6 de un contraejemplo para la siguiente afirmacion: Para todo numero real y, existe 
un numero real x tal que e 3x + y = y 2 — 1. 


32. Pruebe 6 de un contraejemplo para la siguiente afirmacion: Para cada entero x, y para cada 
entero y, existe un entero z tal que z 2 + 2 xz — y 2 = 0. 

33. Sea P(x, y) una afirmacion con variables libres x y y, las cuales son numeros reales. Sean a 
y b numeros reales. Decimos que el numero real u es el mmimo P —numero para a y b si las 
siguientes dos conditioned se satisfacen: (1) la afirmacion P(a,u) y P{b,u) son verdaderas; (2) 
si w es un numero real tal que P(a,w ) y P(b,w) son verdaderas, entonces u < vj. Suponga 
que c y d son numeros reales, y que existe un P— numero para c y d. Muestre que este mmimo 
P —numero es unico (un ejemplo familiar de esta situation es el mmimo comun multiplo). 
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Clases y Conjuntos. 


La Teoria de Conjuntos es considerada la piedra angular de la matematica actual y a diferencia 
de la mayoria de los topicos en matematicas su creation fue obra de una sola persona, Georg Cantor 
en su artlculo de 1874 llamado “On a Characteristic Property of All Real Algebraic Numbers”. Es 
claro que el trabajo de Cantor fue influenciado por otros matematicos tales corno Richard Dedekind 
y algunos mas antiguos como Zeno de Elea y Bernard Bolzano. No es de sorprender que el trabajo de 
Cantor no haya sido aceptado por los matematicos de la epoca, debido a que el concepto de infinito 
no estaba bien entendido en ese momento. Desafortunadamente, en el momento en que la teoria de 
Cantor estaba siendo aceptada aparecieron la paradojas de las cuales las mas famosa es la de Russel. 
Bertran Russel en 1901 demuestra que la teoria de conjuntos de Cantor era contradictoria, para eso 
dehnio el siguiente conjunto 

S = {a : a ^ a}. 

Entonces, si S £ S se obtendria que S ^ S, lo cual es absurdo. De la misma forma, si S ^ S 
se obtiene que S £ S, lo cual tambien es absurdo. Por tanto, se muestra que 5 £ S si y solo si 
S £ S, la cual es una contradiction de las mas fundamentals. Antes de las paradojas el asunto de la 
existencia de conjuntos no se habia discutido. Mas exactamente, Cantor y sus seguidores aceptaban 
el “sentido comun” de que si podemos describir una propiedad de los objetos, tambien podemos 
hablar del conjunto de los objetos teniendo esa propiedad. La aparicion de las paradojas marco el 
comienzo de una crisis de las bases de la matematica moderna, la cual no ha podido ser resuelta 
hasta el dia de hoy. El primer intento por resolver los inconvenient es que generaron las paradojas 
fue hecho por Ernst Zermelo en 1908. Poco tiempo despues Thoralf Skolem 3 r Abraham Fraenkel 
refinaron el trabajo de Zermelo obtienen la actual Teoria de Conjuntos aceptada por la mayoria 
de matematicos del mundo. La existencia de las paradojas familiares fueron abolidas en la teoria de 
Zermelo-Fraenkel gracias al “Axioma de Selection” el cual dice lo siguiente: “Sean A un conjunto y 
S(x) una afirmacion acerca de x que tiene sentido para todo objeto x en A. Existe un conjunto el 
cual consiste en exactamente esos elementos x en A para los cuales se satis face S(x)”. Note que con 
los axiomas de Zermelo-Fraenkel no se puede formar {x : x ^ x}, lo maximo que se puede hacer es 
crear {x £ A : x x}, lo cual elimina la paradoja de Russell. En efecto, denote S = {x £ A : x ^ x}. 
En este c.aso es imposible que S £ S, pues si S £ S se tendria que S ^ S, lo cual es una contradiction. 
Por tanto S ^ S. De lo que se sigue que S A. Luego, el argumento de Russell meramente prueba 
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que si A es cualquier conjunto, entonces (x £ A : x ^ x} no puede ser un elemento de A. Algunas 
variantes de la teoria de Zermelo-Fraenkel fueron creadas por John Von Neumann, Paul Bernays, 
Kurt Godel, John Kelley y Anthony Morse. En la actualidad no estamos seguros que la teoria 
axiomatica de conjuntos sea consistente, es decir, que este libre de contradicciones, lo que sabemos 
es que las contradicciones familiares, tales como la de Russel, no aparecen en las teorlas de conjuntos 
actuates. 

En este capltulo no haremos una teoria de conjuntos axiomatica, todo lo contrario, sera muy 
intuitiva, solo queremos introduc.ir las propiedades mas importantes sobre conjuntos usadas en la 
matematica moderna y seguir practicando los metodos de demostracion. 


3.1. Definiciones Basicas. 


Construiremos nuestra teoria estableciendo dos conceptos indefinibles: La palabra “clase” y la 
relation “pertenece a”. Todos los objetos de nuestra teoria seran llamados clases. Ciertas clases que 
llamaremos conjuntos seran dehnidos mas adelante. Todo conjunto es una clase, pero no el reclproco, 
esto es, no toda clase es una conjunto. Las clases que no son conjuntos seran llamadas clases propias. 
Por ejemplo, en la teoria axiomatica de conjuntos la clase universal es propia. 

Si x y A son clases la expresion “x £ A” se lee “x es un elemento de A”, “x pertenece a A” o 
“x esta en A”. Es conveniente escribir “x 0 A” para decir que “x no es un elemento de A”, “x no 
pertenece a A” o “x no esta en A”. 

La manera mas simple de representar clases es hacer una lista que encerramos entre Haves. 
Ejemplo 3.1. {a, b, cj es la clase cuyos unicos elementos son a, b y c 

El orden de los elementos, no es importante. En la lista escribimos una unica vez cada elemento. 
Puede haber clases infinitas v tambien las podemos representar como una lista entre Haves, la cual 
es seguida con puntos suspensivos. A continuation tenemos un ejemplo de esto. 

Ejemplo 3.2. N = {1, 2, 3,4,...}, Z = {...,-2,-1,0,1, 2,...}. 

A veces no los podemos listar y recurrimos a una propiedad, como se muestra a continuation. 

Ejemplo 3.3. P = {m £ Z : (3k £ Z )(m = 2k)}, 

P = {m £ Z : Existe un entero k tal que m = 2k}, 

P = {x £ Z : Existe un entero q tal que x = 2q}. 

Observe que en las dos ultimas definiciones lo unico que cambia es la variable, pero las clases 
descritas son las mismas. Es decir el nombre de las variables es irrelevante. 

La definition formal de intervalos de la recta real se hace por medio de propiedades. 

Ejemplo 3.4. (a, b) = {x £ M : a < x < b} y [a, b) = {x £ M : a < x < b} 
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Nota 3.5. Com.o el nomire de las variables es irrelevante, si uno se va a referir a un elemento de 
dicha clase hay que decirlo. Diriamos, por ejemplo: Sea x £ (a, b)... y mientras estamos en dicho 
contexto x tiene dicho sentido. 

Definicion 3.6 (Igualdad de Clases). Sean A y B clases. Decim.os que A es igual a B y lo denotamos 
por A = B, si cada elemento de A es un elemento de B y viceversa. En si'mbolos 

A = B (Vx)(x E A EE x E B). 

Ejemplo 3.7. Note que {a,b,c,dj={c,d,b,aj, es decir el orden com.o aparecen no es importante. 

Daremos ahora un ejemplo de como se muestra la igualdad de clases. 

Ejemplo 3.8. Sean F = {i 6 M : i 2 - 1 < 0} i/ Q = {i £ I : -1 < i < 1} Probemos que P = Q. 

Prueba: Supongamos que x E P, entonces x 2 — 1 < 0, luego (x + l)(x — 1) < 0. Por tanto pueden 
ocurrir dos casos. Caso 1: x — 1 < 0 y x + 1 > 0. En este caso, x < 1 y x > —1, luego — 1 < x < 1. 
C'aso 2: x — l>0yx + l<0, entonces x < — 1 y x > 1, pero este caso es imposible. Luego el unico 
caso que ocurre es el 1 y asi — 1 < x < 1, lo que implica x E Q. Por tanto x E P —> x E Q. 

Sea x E Q, entonces — 1 < x < 1, luego — 1 < x y x < 1. Asi que 0<x+lyx-l<0. 
Multiplicando tendremos que (x — l)(x + l) < 0, dado que tienen signos contrarios. Luego x 2 — 1 < 0 
y asi x E P. Por tanto x E Q —> x E P. Lo que termina la prueba. □ 

Definicion 3.9 (Subclases). Sean A y B clases. Decimos que A es una subclase de B “si x E A, 
entonces x E B Esto lo denotamos por “A C B ”. En si'mbolos 

AC B <*=>- (Vx)(x G A —> x G B). 

Si A no es un subclase de B lo denotamos por “A % B”. Escribiremos A C B, para decir que A C B 
pero que A / B. 

Para probar que “AC B” la estrategia de la prueba es “Sea x £ A... argumentos, que generalmente 
involucran las definiciones de A y B... para concluir entonces x £ B, luegoA C B”. En cambio para 
probar que A % B es suficiente exhibir un elemento que esta en A y que no esta en B. En efecto, 

A ^ B ~ [(Vx)(x £ A —> x £ B )] (3 x)(x £ A A x 0 B). 

Ejemplo 3.10. Sean A = {a,b},C = {a,c,d,b} y D = {c, d, a}. Notese que A C C, C 2 A, I? C 
C,A£D,D %A. 

Hac.er una distincion entre los si'mbolos £ y C es muy importante. El ejemplo siguiente nos 
ayudara a clarificar el uso de los simbolos antes mencionados. 

Ejemplo 3.11. Las afirmaciones a £ {a,b,c} y {a} C { a,b,c } son proposiciones correctas, pero 
{a} £ {a, b, c} y a C {a, b, c} no lo son, pero m' podemos decir que {a} £ {{a},b, c} aunque en este 
caso {a} C {{a},6, c} es falso, pero si es cierto que {{a}} C {{a},6, c}. 

Algunas propiedades basicas de la igualdad e inclusion de clases son dadas en el siguiente teorema. 
Teorema 3.12. Sean A, B y C clases. Entonces 
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1. A = A 

2. Si A = B, entonces B = A. 

3. Si A = B y B = C , entonces A = C. 


4- A C A 

5. A C B y B C A si y solo si A = B. 

6. Si A C B y B C C, entonces A C C. 


Prueba: Probaremos las primeras tres propiedades, el resto es dejado de ejercicio al lector. 

1. Las afirmaciones x€A->-x€Ayx€A—>-x€A son claramente ciertas, entonces A = A. 

2. Si A = B ; entonces entonces por la conmutativa del A se 

tiene que x&B^-x&Ayx&A^-x&B. Por definition de igualdad de clases, se tiene que 
B = A. 

3. Supongamos que A = B y B = C. Considere x £ A, entonces como A = B, se tiene que x € B, 

pero B = C, luego x & C. Asi que la afirmacion x £ A —> x G C, es verdadera. De igual forma 
se prueba que iGCAieie s valida, lo que muestra que A = C. □ 

Definicion 3.13 (Clase vatio). La clase vaci'o es aquella que no tiene elementos, tambien se le llama 
algunas veces el clase nula y se denota por 0. De forma axiom,atica se define com,o 0 = {x : x xj. 

Definicion 3.14 (Clase Universal o Universo). Definimos la clase universal o universo como la 
clase de todos los elementos, la denotaremos por U. De forma axiomatica se define como 

U = {x : x = x}. 

Lema 3.15. Sea A una clase. Entonces 0 C A y A C U. 

Prueba: (1) Como a G 0 es falso, ya que 0 no tiene elementos, entonces “si a G 0 entonces a G A” 
es verdadero, luego 0CA 

(2) Si x G A, entonces x es un elemento, luego x G U. Por tanto AC U. □ 


3.2. Operaciones entre Clases. 


Asi como tenemos operaciones entre numeros, tenemos tambien operaciones entre clases. Las dos 
operaciones basicas corresponden al V e A de la logica. 

Definicion 3.16 (Union e Intersection de Clases). Sean A y B clases. La union de A y B, denotada 
por A U B, se define como la clase de todos los elementos que pertenecen a A o a B o a am,bos A y 
B. En si'mbolos 

AuB = {x:x£A V x £ B}. 

La interseccion de A y B, denotada por An B, se define como la clase de todos los elementos que 
pertenecen a ambos A y B. En simbolos 


An B = {x : x £ A Ax € Bj. 
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Ejemplo 3.17. Sean A = {1, 3, 5, —1} y B = { — 1, 0,1} clases. Luego A U B = {1, 3, 5, —1, 0} y 
AnB = {-1,1}. 


Diagramas de Venn. 

Son dibujos que nos ayudan a visualizar las clases, pero nunca reemplazan las pruebas aunque 
nos ayudan intuitivamente. A continuation se ilustra la union e interseccion de clases, las clases que 
queremos mostrar aparecen sombreadas. 


AU B 


AnB 




Propiedades de la Union e Interseccion. 

En el siguiente teorema tenemos las propiedades mas importantes de la union e interseccion de 
clases. 

Teorema 3.18. Sean A, B y C clases. 

1. An B C A y An B C B. Si X es una clase tal que X C A y X C B entonces X C A n B. 

2. A C AD B y B C AU B. Si Y es una clase tal que 1C7 y B C Y entonces A U B C Y. 

3. AU B = B U A y An B = B n A (Ley conmutativa). 

4■ dU(BUC) = (AUB)UC y A n (B n C) = (A n B) n C (Ley asociativa). 

5. A n (B U C) = (A n B) U (A n C) y An (B n C) = (du B) n (A U C) (Leyes distributivas). 

6. AU 0 = A y An 0 = 0 (Leyes modulativas o de identidad). 

1. An A = A y An A = A (Leyes de idempotencia). 

8. AU (An B) = A y An (AU B) = A (Leyes de absorcion). 

9. Si AC. B entonces A Li C C B U C y An C C B n C . 

Prueba: Haremos algunas de las pruebas. Las otras son propuestas como ejercicio al lector. 

1. Sean A y B clases, veamos que A n B C A. Sea x € A n B, debemos concluir que x € A. 
En efecto, si x G A n B; entonces por definition de interseccion x € A y x € B. Usando 
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simplification se tiene que x G A, asi pues A n B C A. De la misma forma se prueba que 
AnB C B. 

Sea ahora X una clase tal que X C A y X C B, veamos que X C A n B. Sea x € X, como 
X C Ay X C B se tiene que x € A y x G B, luego por definition de intersection x € A n B. 
Lo que muestra que X C A n B. 

3. Como x & A o x B es equivalente slx&BoxeA (por conmutatividad de la disyuncion), 
entonces facilmente se obtiene que AU B = BU A. Como ejercicio probar que A Cl B = B n A. 

6. Sea x € A U 0 entonces x € A o x € 0. Pero como x no puede pertenecer al conjunto vaclo, 
necesariamente x £ A (aqui se esta usando que P V CO P), luego A U 0 C A. Ahora, si 
x 6 A entonces por adicion x G A o x G 0, luego x G A U 0, lo que implica A C A U 0. Asi se 
tiene que A U 0 = A. 

Veamos ahora que A (10 = 0. Para eso tome x £ A n 0, entonces x € A y x € 0. Por 
simplification se tiene x € 0, lo que muestra que A n 0 C 0. La otra contenencia es facil de 
obtener del Lema 3.15(1), que en nuestro caso queda 0 C An 0. Lo que termina la prueba de 
este item. □ 

Definition 3.19 (Clases Disyuntas). Sean A y B clases. Decimos que A y B son disyuntas si no 
tienen elem.entos en comun, es decir, 

An B = 0 . 

Ejemplo 3.20. Sean A = (2, 3) y B = [3, 5) intervalos de la recta real. A y B son disyuntos. 

Definition 3.21 (Complemento de Clases). El com.plem.ento de una clase A , denotada por A', es 
la clase de todos los elementos que no pertenecen a A. En simbolos, 

A' = {x : x ^ A}. 

Entonces x £ A 1 si y solo si x ^ A. 

Teorema 3.22. Sean A y B clases, entonces 

1. {A!)' = A (Idempotencia). 

2. (A n B)' = A' U B' y (An B)' = A! OB' (Leyes de De Morgan). 

Prueba: 

1. Por definition de complemento se tiene que 

x € (. A!)' 

Por tanto (A')' = A 

2. Usando la definition de complemento y union, se tiene que 

x£(A'uB')<->x£A'VxtEB'‘H>xgAVx^B<->x£(AnB)<->x£(AU B)'. 

Por tanto A! U B' = (A n B)'. El resto de la prueba es dejada como ejercicio al lector. 
Teorema 3.23. Sea A una clase, entonces 
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1. AuU = U 

2. Anu = A 

3. U' = 0 


4. 0' = u 

5. A U A' = U 

6. A n A' = 0 


Prueba: Solo haremos algunas de las pruebas el resto es dejado como ejercicio al lector. 

1. Es claro que A U U C U, ya que U contiene a todas las clases. Considere iGl/, entonces por 
adicion jeAVi£[/, as! que x € A U U. 

2. Claramente 0 C U\ pues vaclo es subclase de cualquier clase, vease Lema 3.15(1). Sea x € U ', 
entonces por definition de complemento se tiene que x ^ U, lo cual es absurdo, asi que se puede 
concluir cualquier c.osa, en particular x G 0. Por tanto U' C 0. 

Definicion 3.24 (Diferencia de Clases). Sean A y B clases. La diferencia de A y B, denotada por 
A — B, es la clase definida por 

A - B = An B'. 

Tambien se denota algunas veces por \ B. 

Ejemplo 3.25. Si A = {x, y,z} y B = [x, rc}. Entonces A — B = {y, zj. 

A continuation se ilustra usando diagramas de Venn la diferencia y complemento de clases, las 
clases que queremos mostrar aparecen sombreadas. 


A-B 


A' 



Propiedades de la Diferencia de Clases. 

A continuation encontramos las propiedades mas importantes de la diferencia de clases. 


Teorema 3.26. Sean A, B y C clases. 

1. A-B C A y A-B CB'. 

2. (A - B) n B = 0 . 

3. A — B = 0 si y solo si A C B. 


4- B — (B — A) = A si y solo si AC B. 

5. Si A C B, entonces A — C = A n (B — C). 

6. Si A C B, entonces C — B C C — A. 
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Prueba: Haremos algunas pruebas, las otras quedan coino ejercicios. 

2. Probemos que (A — B) n B = 0. Ya sabemos que 0 C (A — B)nB, pues 0 esta contenido en 

cualquier clase. Sea x £ (A — B) n B, entonces x £ (A — B) y x £ B, luego x £ A v x 0 B 
y x £ B, por simplification se obtiene x £ B y x 0 B, lo cual es una contradiction, luego la 
affirmation “Si entonces x E 0” es cierta, pues el antecedente es falso. Luego 

(A — B) n B C 0 y asi obtenemos la igualdad buscada. 

3. “=>” Supongamos que A—B = 0. Razonemos por contradiction, para esto suponga que A ^ B. 
Entonces existe un xo tal que xq £ A y xo 0 B, luego xo G A — B, lo cual es absurdo, pues va 
en contra de la hipotesis de que A — B = 0. 

“<t=” Supongamos que A C B y razonemos tambien por contradiction. Supongamos que A —B / 
0, luego existe un xo £ A — B, es decir, xo G A y xo 0 B, pero como A C R y xo E A, se 
obtiene que xo G B, lo cual es absurdo, pues tendrfamos que xo 0 B y xo G i?. 

4. “=>” Supongamos que B — (B — A) = A y veamos que A C B. Sea x £ A, entonces x G 
B — (B — A), luego x G B y x ^ (B - 4) en particular x G B. Luego AC. B. 

“•4=” Supongamos que AC B. Veamos que B — {B — A) = A. 

“C” Sea x G B — (B — A) entonces x£Byx^(B — A), pero negar que x G B — A es negar 
que xCByx^Ay esto ultimo es x 0 B 6 x G A Luego tenemos que x&By(x^Bo 
x G ti), lo cual es equivalente a (x £ B y x 0 B) 6 (x £ B y x £ ti). Como x £ B y x 0 B no 
puede ocurrir por ser una contradiction, entonces x G B y x G ocurre, luego en particular 
xGA Asi hernos probado que B — (B — A) C A. 

“0” Sea ahora x G A. Debemos probar que x G B — (B — A). Razonemos por contradiction, 
para eso supongamos que x 0 B — (B — A), entonces x 0 B o x G (B — A), asi que tenemos 
dos casos. C’aso 1 : x §£ B, como ACByiGi entonces x G S, lo cual es absurdo. Caso 2: 
x G (L> — A). Asi pues, x G B y x 0 A, luego por simplificacion x 0 A. Pero esto es absurdo 
dado que x G A. En cualquier caso se tiene un absurdo, lo que muestra que x G B — (B — A). 

5. Supongamos que A C B. Veamos que C — B C C — A. Sea x G C — B entonces x G C y x 0 B, 

como A C B entonces x 0 A, pues de lo contrario x G B y tendriamos una contradiction, 
luego x G C y x 0 A, es decir, xGd-A Por tanto C — B C C — A. □ 


3.3. Producto Cartesiano. 


Definicion 3.27 (Producto Cartesiano). Sean A y B clases. El producto (cartesiano) de A y B 
denotado por Ax B es la clase 


A x B = {(a, b) : a G A y b G B }, 

donde (a,b) denota una pareja ordenada. La propiedad caractenstica que define las pare)as ordenadas 
es la siguiente: 

(a, b ) = (c, d) si y solo si a = c y b = d. 
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Ejemplo 3.28. A = {a, b,c} y B = {x,y}. Ax B = {(a,x),{a,y),(b,x),{b,y),{c,x),(c,y)} y 
B x A = {(x, a), (x, b), (x, c), (y, a), (y, b), (y, c)}. Observemos que A x B / B x A. 

Ejemplo 3.29. Al tirar un par de dados, uno primero que el otro, podemos obtener las siguientes 
parejas. 



1 

2 

3 

4 

5 

6 

1 

(U) 

(1,2) 

(1,3) 

(1,4) 

(1,5) 

(1,6) 

2 

(2J) 

(2,2) 

(2,3) 

(2,4) 

(2,5) 

(2,6) 

3 

(3,1) 

(3,2) 

(3,3) 

(3,4) 

(3,5) 

(3,6) 

4 

(U) 

(4,2) 

(4,3) 

(4,4) 

(4,5) 

(4,6) 

5 

(5,1) 

(5,2) 

(5,3) 

(5,4) 

(5,5) 

(5,6) 

6 

(6,1) 

(6,2) 

(6,3) 

(6,4) 

(6,5) 

(6,6) 


Se obtienen 36 elementos. En general es cierto que si A tiene n elementos y B tiene m elementos, 
entonces Ax B tiene nm, elementos. 


Podemos definir productos con mas de dos conjuntos asi: A x B x C = {(a, b, c) : a £ A, b £ B 
y c £ C}, donde (a, b, c ) es una tripleta ordenada. 

Ejemplo 3.30. M 3 = {(x, i/,z):i6l,!/eRj/z6l}. 

Rxi”' xl = l” = {(xi, X 2 ,..., x n ) : Xj £l}. 

Propiedades del Producto Cartesiano. 

Teorema 3.31. Sean A, B, C clases. Entonces 

1. Si A C B y C C D, entonces {A x C) C (B x D). 

2. A x (B U C) = {A x B) U {A x C) y (B U C) x A = (B x A) U (C x A) (Leyes distributivas). 

3. A x (B n C) = {A x B) n {A x C) y {B n C) x A = (B x A) n (C x A) (Leyes distributivas). 

4. Ax 0 = 0 y 0 x A = 0. 

5. (A n B) x (C n D) = {A x C) n {B x D). 


Prueba: Probaremos solo algunos de los numerales, los otros quedan como ejercicio al lector. 


4. Veamos que A x 0 = 0. Ya sabemos que 0 C 4x0. Sea x € A x 0 entonces x = (a, b ) con 
a e A y b e 0, pero como b £ 0 es falso entonces a G A y b 6 0 tambien lo es, luego (a, b) € 0 
puesto que “Si (a, b) € Ax 0, entonces (a, b) € 0 ” es verdadero ya que su antecedente es falso. 
Asi Ax 0 C 0 y entonces A x 0 = 0. 
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5. Veamos que (An B) x (C n D) = (A x C) n (B x D). 

“C ” Sea .T6(4nB)x(Cn D), entonces x = (a, b ) con a £ An B y b £ C n D. Luego a £ A 
ya£Byb£Cyb£D, entonces a£Ayb£Cya£Byb£D. Asi que (a, b) £ A x C 
y (a,b) £ B x D, luego x£AxCyx£BxD,lo que implica que x £ (A x C) n (B x D). 
Hemos probado que (AnB) x (C nD) C (A x C) n (B x D). La otra contenencia queda como 
ejercicio al lector. □ 

Nota 3.32. (A U B) x (C U D) no siempre es igual a (A x C) U (B x D). 

Ejemplo 3.33. Sean A = {a}, B = C = {b} y D = {e, /}. Entonces 

AuB = {a,b }, CuD = {b,e,f}, A x C = {(a,b)j, B x D = {(b,c), (b, /)}, 

(A U B) x (C U D) = {(a, b ), (a, e), (a, /), ( 6 , b ), (b , e), (b, /)} y 
(A x C) U (B x D) = {(a, 6 ), ( 6 , e), ( 6 , /)}. 

Note que (A U B) x (C U D) % (A x C) U (B x D). 


3.4. Familias Indexadas de Clases. 


Si tenemos tres conjuntos podemos describir su union An B n C = {x \ x £ A o x £ B o 
x £ C}. Pero si tenemos 50 conjuntos es dificil describir su union o su intersection. Para esto usamos 
subindices, por ejemplo {Aj}™! = {A ±,..., A 50 }. Ademas, 

50 

LI* = {x : x £ A 4 , para algun i £ {1,..., 50}}. 

i—1 
50 

P| Ai = {x : x £ Ai , para todo i £ {1,..., 50}}. 

i= 1 

Si tenemos una clase A* para cada i G N entonces U£i A./ = {x : x £ Aj, para algun i £ N} y 
a=i 4* = {x : x £ Ai, para todo i £ N}. Puede pasar c|ue i no sea un numero, sino simplemente 
una sefia 0 una marca que lo diferencia de los otros. As! que si I = {Todas las marcas}, entonces 
U, e / Aj = {x : x £ Aj, para algun i £ 1} y Aj = {x : x £ Aj, para todo i £ I}. 

Definicion 3.34. Sea I una clase no vaci'a. Supongase que existe una clase denotada por Aj para 
cada i £ I. Tal coleccion de clases se llama una /amilia de clases indexada por I. La clase I es 
llamada la clase de indices. La union y la interseccion de todas las clases en la familia de clases 
estan definidas por: 

114 = {x : x £ Aj, para algun i £ 1} 
iei 

P Aj = {x : x £ Aj, para todo i £ I}. 

iei 


V 
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A continuation presentamos las propiedades mas importantes de la union e intersection de fami- 
lias indexadas y luego haremos algunos ejemplos para fijar ideas. 

Teorema 3.35. Sea I una clase no vacia. Considere {Aj}j e / una familia de clases indexada por I 
y B un clase cualquiera. 

1. P|j g/ Ai C Ah, para todo k G I. Si B C Ak, para todo k G I, entonces B C P| Jg/ A*. 

2. Afc C (Jj g jAj, para todo k G I. Si A & C B, para todo k G I, entonces [j i£l A* C B. 

3- ^PKUe/A) = Uie/ (BfjAj) (Ley distributiva). 

4 - B UCflie/ A) = U A) ( L ey distributiva). 

5- (Uie/ A ) 7 = D ieiK (Ley de De Morgan). 

6 - (flie/ A)' = Ui e i A i (Ley de De Morgan). 

Prueba: Haremos algunas pruebas, las otras quedan como ejercicios al lector. 

2. Veamos que para todo k G /, A& C U e , Aj. Sea ko un elemento arbitrario de I. Tome x G A)~ 0 , 

entonces x G Afc 0 , para algun ko en I, luego x G U,;e/ A • Como ko es arbitrario en I, entonces 

para todo k G I, se tiene que A*. C (J ig/ A,. 

4. Queremos probar la igualdad de conjuntos B U (Hie/ Aj) = Hie/fA U Ai). 

“C” Sea x G B U (P) ieJ Aj), entonces x G B 6 x G fjje/A- Razonemos por casos: Si x G B, 
entonces x € B U A,- para todo z G I. luego x G fj,:g/ (B U Ai). Si x G n ie / Ai entonces x G A* 
para todo z G /. luego x G BuAj, para todo i G /, pues A* C Bu A f , para todo i G I. Asi 
que en este caso tambien x G fj j e j(B U Ai). 

“D” Sea x G Hie/ ( B U A,,), entonces x G B U A* , para todo i G /. Hay dos casos posibles, que 
x G B 6 que x ^ B. Si x G B, entonces x G B U (Hie/ Ai), pues B C B U Ai). Si x ^ B 
entonces, como x G B U A*, para todo i G /, necesariamente x G Aj, para todo i G /, luego 
* G fl: e / A:- Y asi x G B U (fl ie / A), pues fl ie / A.CBU (f|i e j A)- 

5. Queremos probar que (U,: e / A)' = Die/ A 

“C” Sea x G (Ijj e /A) / , entonces x ^ (Jig/Aj, luego para todo i G I, x ^ Aj. De lo que se 
concluye que para todo i G I se tiene x G AJ. Por tanto x G fj ig/ A'. 

“D” Sea x G Hie/ A', entonces x G A' para todo i G /. Luego x ^ A* para todo z G /, lo que 
implica que no existe i G I tal que x G A* es decir x ^ (Jig/ Aj, asi que x G fljjgj A) 7 - □ 

Ejemplo 3.36. 5ean I = N y Bj = {1, 2,..., z}. Entonces (J ieJ Bj = N !/Dig/£* = {!}■ 

Prueba: Veamos primero que U*e/ Bj = N : como Bj C N para todo i G N, por Teorema 3.35 (2) 
se tiene que Ui 6 / Bj C N. Bara probar la otra contenencia considere n G N. iVoie que n G B n y por 
definicion de union se concluye que n G U«=, Bj, asi que N C U?:e/ Bj. Lo que termina la prueba de 
la primera igualdad. 

Veamos ahora que fj ie/ Bj = {1} : como {1} C Bj para todo i G N por Teorema 3.35 (1) se tiene 
que {1} C (Qig/Bj. La otra contenencia se obtiene facilmente tambien del Teorema 3.35 (1), que en 
nuestro caso queda f) ieI Bi C Bi = {!}. □ 
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Para el siguiente ejemplo necesitaremos la Propeiedad Arquimediana de los Numeros Reales que 
dice asf: Dado e > 0 y M un numero real cualquiera, existe n un entero positivo tal que ne > M. 
Aceptaremos por ahora esta propiedad y la usaremos usualmente con e = 1. 

Ejemplo 3.37. Sea I = N. Para cada k £ N definimos Fj~ = (0, ^). Entonces Uie/ Fi = (0,1) y 

r\iei F i = 0 - 

Prueba: Veamos primero que U*=, Fi = (0,1) : como k > 1 es claro que F = (0, C (0,1), para 
todo k £ N, por Teorema 3.35 (2) se tiene que (j ieI Fi C (0,1). Para probar la otra contenencia note 
que (0,1) = Fj C (j ia Fi. Lo que termina la pi'ueba de la primera igualdad. 

Veamos ahora que Hie/ Fi = 0. Claramente 0 C fj ieI Fi, ast que solo debemos mostrar que 
Hie/ Fi C 0. para tal fin tome x £ Hie/ Fi , por definicion x £ (0, para todo k £ N. Lo que 
implica que 

0 < xk < 1 para todo k £ N. (3.1) 

Aplicando la Propiedad Arquimediana debe existir n £ N tal que nx > 1, pero esto contradice (3.1), 
por tanto x £ 0. □ 

Ejemplo 3.38. Sea I = (0,+oo). Para cada x £ (0,+oo) sea C x = (~x,x) entonces [fi x&I C x = K 
V fixe/ Cx = {0}- 

Prueba: Veam.os primero que [j r£l C x = M. Como C x C M para todo x £ I, por Teorema 3.35 (2) 
se tiene que (J.ts/ C x C M. Para probar la otra contenencia considere y £ M. Note que y £ C y+ \ 
y por definicion de union se concluye que y £ \J x£l C x , ast que M C [fi x£l C x . Lo que termina la 
prueba de la primera igualdad. 

Veamos ahora que fj xe / C x = {0}. Como {0} C C x para todo x £ I por Teorema 3.35 (1) se tiene 
que {0} C f) xeI C x . Para la otra contenencia tome y £ fj xe jC x , por definicion y £ (—x,x) para 
todo x £ L. Lo que implica que 


—x < y < x para todo x £ (0,+oo). (3.2) 

Supongam.os que y fi 0, entonces tenem.os dos casos y > 0 o y < 0. Si y > 0 aplicando la Propiedad 
Arquimediana existe n £ N tal que ny > 1, lo que implica y > pero esto contradice (3.2) si 
tom,am,os x = fi Si y < 0 aplicando de nuevo la Propiedad Arquimediana existe m £ N tal que 
m(—y ) > 1, lo que implica y < pero esto contradice (3.2) si tom,am,os x = — F en cualquier 
caso tenemos un absurdo y por tanto y = 0, esto es y £ {0}. Lo que termina la prueba. □ 

Definicion 3.39 (Conjunto). Entenderemos por conjunto cualquier clase que sea un elem.ento de 
una clase. 

Esta definicion es basada en nuestra perception intuitiva de lo que debe ser un conjunto. Si 
A,B,C,... son conjuntos, es perfectamente razonable que seamos capaces de formar una clase de 
la forma {A, B, C, ...} c.uyos elementos son A,B,C,.... Es decir, ciertamente esperamos que cada 
conjunto sea un elemento. Lo contrario tambien es razonable, si A no es un conjunto, entonces A es 
una clase propia y para evitar contradicciones, las clases propias no deben ser elementos de nada. 
Luego, si A no es un conjunto, entonces A no debe ser un elemento. 

A continuation enunciamos algunas propiedades de conjuntos sin dar una prueba. 
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Teorema 3.40. (i) La clase vacia 0 es un conjunto. 

(ii) Sea A un conjunto, el conjunto potencia &(A) (definido abajo) es un conjunto. 

(Hi) Sean A y B conjuntos, entonces Ax B es un conjunto. 

Definicion 3.41 (Conjunto Potencia). Sea A un conjunto. El conjunto potencia de A, denotado 
&(A), es el conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos de A. Es decir 

&>(A) = {X :X CA}. 

Ejemplo 3.42. 1. Sea A = {a, b , c}, luego &(A) = {{a}, {6}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}, 0}. 

2. Para 0 tenemos que PA(0) = {0}. 

3. &>(&>(0 )) = 3*({0}) = {0,{0}} 

4- &(&(&(0))) = &>(0>({0})) = {0,{0},{{0}},{0,{0}}} 

Observation: 0 G 2P(A) para todo A y lo mismo A G 2P(A). En general es cierto que si un 
conjunto tiene n elementos, su conjunto potencia tiene 2 n elementos. 

3.5. Ejercicios 

1. Sean A, B, C clases. Muestre que si A C B, entonces A C B U C. 

2. Encuentre conjuntos Ay B tales que A G B y A C B. 

3. Sean Ay B clases, entonces 

(i) A C B si y solo si A U B = B, 

(ii) A C B si y solo si A n B = A. 

4. Muestre que A n (A' U B) = Ad B. 

5. Muestre que A — B = B' — A!. 

6. Sean {Ai}i e j y {E>j}j g / familias indexadas de clases. Muestre que 

(*) UCl Bi) C (Ujgj ^0 ^ (Uie/ Bi) > 

(**) (Hie/ ^ (Hie/ Ai) C D iei(Ai U Bi), 

7. Sean y {Bi}i G j familias indexadas de clases. Muestre que 

(*) U(ij)e/x j(Ai C Bj) = (U ieiAi) H Bj^j , 

(**) (Plie/^*) u (Pi jej BjJ = r\(i,j)eixAAi U Bj), 

8. Sean A, B y C clases. Suponga que ACB,BCCyCCA. Muestre que A = B = C. 
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9. Sean A y B clases cualesquiera. ; Es cierto que una de las afirmaciones ACBoA = Bo 
B C A es verdadera? De una prueba o un contraejemplo. 

10. Sea A = {x,y, z,w}. Liste todos lo elementos en &(A). 

11. Sean Ay B conjuntos. Suponga que A C B. Muestre que A ) C <Z > (B). 

12. Liste los elementos del conjunto &{&({0 })). 

13. Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera y cual es falsa. 

(i) {0} C G para todo conjunto G; 

(ii) 0 C G para todo conjunto G; 

(iii) 0 C AZ(G) para todo conjunto G; 

(iv) {0} C ^(G) para todo conjunto G; 

(v) 0 G G para todo conjunto G; 

(vi) 0 G &(G) para todo conjunto G; 

(vii) {{0}} C ^(0 ); 

(viii) { 0 }C{{ 0 ,{ 0 },{{ 0 }}}} ; 

(ix) ^(0) = {0,{0}}. 

14. Considere dos clases Ay B. ^Son A — B y B — A clases necesariamente disjuntas? De una 
prueba o un contraejemplo. 

15. Sea X una clase y asuma que A,B,C C X. Suponga que AC\B = AC\Cy{X — A) n B = 
(X — A) n G. Pruebe que B = G. 

16. Sean A,ByC clases. Muestre que (A — B) n G = {A n G) — B = {A n G) — (B n G). 

17. Para numeros reales a, b y c sabemos que a — (b — c) = (a — b) + c. Descubra y pruebe una 
formula para A — (B — G), donde A, B y C son clases. 

18. Sea A y B clases. La diferencia simetrica de A y B, denotada A A B, es la clase A A B = 

(A — B) U (B — A). Sean X, Y y Z clases. Muestre c.ada una de las siguientes afirmaciones. 

(i) X A 0 = X. (iv) X A (Y A Z) = (X A Y) A Z. 

(ii) x ax = 0 . (v) x n (y a z) = (x n y) a (x n z). 

(iii) X A Y = Y A X. (vi) X A Y = (X U Y) — (X n Y). 

19. Pruebe o encuentre un contraejemplo de la siguiente afirmacion: Sean A, B y C clases. Entonces 
(A - B) U G = (A U B U G) - (A n B). 

20. Pruebe o encuentre un contraejemplo de la siguiente afirmacion: Sean A, B y C clases. Entonces 
(A U G) — B = (A - B) U (G - B). 

21. Pruebe o encuentre un contraejemplo de la siguiente afirmacion: Sean A, B y C clases. Entonces 
(A u B) - {A n B n G) = [A - (B n c)\ u [B - {A n G). 
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22. Sean A,ByC clases. Pruebe que A C C si y solo si A U (B n C) = {A U B) n C. 

23. Pruebe o de un contraejemplo para cada una de las siguientes afirmaciones. 

(i) Sean A, B y C conjuntos. Entonces &(A U B) = &(A) U &(B). 

(ii) Sean A, B y C conjuntos. Entonces &(A n B) = &(A) fl ^{B). 

24. Muestre que no existen conjuntos Ay B tales que 3*(A — B) = £P(A) — &(B). 

25. Sean Ay B conjuntos. Muestre que 

(i) A C B si y solo si £A{A) C £P(B). 

(ii) A n B = 0 gi y solo si &{A) n t?(B) = {0}. 

26. Sean A,ByC clases. Pruebe que A x (B — C) = (A x B) — (A x C). 

27. Sean Ay B clases tales que B C A. Pruebe que 

(AxA)-(BxB) = [{A - B) x A\ U [A x (A - B)}. 

28. Sean A,B y E clases tales que E / 0. Pruebe que si A x E = B x E, entonces A = B. 

29. Sean Ay B clases tales que A / B. Suponga que E es una clase tal que A x E = B x E. 

Pruebe que E = 0. 

30. Sean Ay B clases no vacias. Muestre que A = B si y solo si A x B = B x A. iQue pasa si 
A = 0 o B = 0? 

31. Sean X un conjunto finito. ;,Cual de los dos conjuntos £A(X x X) x £?(X x X) y 
tiene mas element os'/ 

32. En cada uno de los siguientes casos, son dados conjuntos B k para cada k € N, encuentre 


UfceN E k y UfceN 


(1) B k = {0, 1, 2,3,... ,2k} 

(2) B k = {k - 1, k, k + 1} 

(3)B k = [l™±*)U{10 + k} 

(4) 5 fc = [-l,3+i]U[5,^±l 

(5)5fc = (— |,1]U(2,^] 

(6)5fc = [0,|±i]U[7,^4). 


33. En cada uno de los siguientes casos, defina una familia de conjuntos {EfcjfceN) donde E k CM 
para cada k € N, los conjuntos E k no son iguales, y satisfacen la propiedad dada. 

(i) U kevi E k = [°)°°) y fl km E k = [0, !]- 

(ii) UfceN E k = (0. °°) y UfceN E k = 0. 

(iii) UfceN E k = K y UfceN E k = {3}- 
(i y ) UfceN Ek = U) 8) y UfceN E k = [3)6]. 
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( v ) UfceN Ek — (0, oo) y flfceN Ek — {1} U [2,3). 

( y i) UfceN E k = Z y PlfceN E k = {•••> —2,0, 2,4,6,...}. 

( y ii) UfceN ^ M y fl km Ek = N - 

34. Sean /, J clases tales JC/y {Aj} ig / una familia de clases indexada por I. 

(i) Muestre que Uj e j A Q UieJ A 

(ii) Muestre que Hie/ A i= n*= j a 

35. Sean / y B clases y {Ai}j g / una familia de clases indexada por I. 

(i) Muestre que (U ig j At) - B = |J iei(A ~ B) 

(ii) Muestre que (f] ieI A t ) - B = f)iei(A ~ B) 

(iii) Muestre que B U (U igJ Ai) = (J ieI (B U A t ) 

(iv) Muestre que B n (f| ie / A) = C\iei(B n A t ) 

(v) Muestre que B n (Uie/C- 6 u A)) = B y B U (f| ieI (B n A j)) = B. 

36. Sean I una clase no vacia, B una clase y {Aj}i g / una familia de clases indexada por I. 

a) Muestre que B x (|J i eI A) = U iei(B x A t ) 

b) Muestre que B x {f] ieI Ai) = f| ie i(B x Ai) 

37. Suponga que W es alguna propiedad de los subconjuntos de M (por ejemplo ser finito). Un 

subconjunto X C M es llamado co-W si M — X tiene la propiedad W. Sea una 

coleccion de subconjuntos c.o-W de M, donde / es un conjunto de Indices. Para cada una de 

las propiedades W listadas abajo, pruebe que (J ?e/ X t es co-W 6 de un contraejemplo. Trate 
de enc.ontrar una regia general para decidir cuando UieJ A es para alguna propiedad 

W dada. 

(i) Un subconjunto de M tiene la propiedad W si y solo si este es finito. 

(ii) Un subconjunto de M tiene la propiedad W si y solo si este tiene a lo mas 7 elementos. 

(iii) Un subconjunto de M tiene la propiedad W si y solo si este tiene exactamente 7 elementos. 

(iv) Un subconjunto de M tiene la propiedad W si y solo si este contiene unicamente enteros. 

(v) Un subconjunto de M tiene la propiedad W si y solo si este es finito, y tiene un numero 
par de elementos. 

38. Sean I,JyL clases no vadas tales que I = J U L. C’onsidere {Aj}j g j una familia de clases 
indexada por I. Muestre que 

(i) U iei A = (U iejA) U (U i&lA) ■ 

(ii) Hie/ A = n (fl i&lA) ■ 

39. Sean I una clase no vacia y {A,:}j g / una familia de clases indexada por I. 

a) Si existe k G I tal que A*. = 0, muestre que Uie/ A — UieJ Ai, donde J = I — {k}, y 
n ieiA = 0. 
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b) Si existe k E I tal que = U, muestre que |J ig/ Ai — U y Hie/ — Die j Ai, donde 
J = I-{k}. 

c) Si Ai = A para todo i E I, muestre que Uie/ = A y Hie/ A = A. 




Capftulo 4 


Funciones. 


4.1. Funciones. 


En este punto el lector ya debe haber tenido alguna experiencia en el manejo de funciones, 
desafortunadamente algunas veces se hace una introduction demasiado intuitiva y no queda claro en 
realidad lo que estas son. En este capftulo intentamos llenar esos vacfos y dar las ideas fundamentales 
sobre funciones que seran utiles a otras areas avanzadas de la Matematica. A pesar que las funciones 
son tan importantes, solamente en el siglo XIX los matematic.os comenzaron a examinar de forma 
detallada este concepto usando la logica y no la intuition, lo que conocemos actualmente sobre 
funciones fue gracias a los trabajos de Gottlob Frege, Richard Dedekind, Giuseppe Peano, Bertrand 
Russell y Alfred Whitehead. A continuation formalizaremos la notion de funcion en terminos de 
conjuntos. 

Definicion 4.1 (Funcion). Sean A y B conjuntos. Una funcion (tambien conocida com.o un mapeo) 
f de A en B, denotada por f : A -» B, es un subconjunto F C A x B , tal que para todo a € A hay 
uno y solo un par de la forma (a, b) en F. El conjunto A es llam,ado el dominio de la funcion f y el 
conjunto B es llamado el codominio de la funcion f. 


Asf pues, una funcion consta de tres objetos: 


■ Un dominio A. 

■ Un codominio B. 

■ Un subconjunto F de A x B que cumple lo siguiente: (i) Para todo x € A, existe y £ B tal 
que (x,y) £ F. (■ ii ) Si (x,yi) £ F y (x, y 2 ) £ F, entonces y\ = y 2 . 

Ejemplo 4.2. 1. Consideremos los conjuntos A = {a, 6, c, d}, B = {1, 2,3,4}, D = {1, 2,3,4, 5}. 

Sea F C A x B, donde F = {(a, 2), (b, 1), (c, 4), (d, 4)}. F es una funcion con dominio A y 
codominio B. Si consideramos F C A x D resultan funciones diferentes, aunque la asignacion 
es la misma, pues en este caso el codominio seria D y en el caso anterior es B. 
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2. Tenemos como regia de asignacion f(x) = \fx. #Es esto una funcion? Depende del dominio y 
el codominio. Si decimos que el dominio y el codominio son todos los reales, entonces no es una 
funcion. Debem.os establecer el dominio y el codominio. Si tom.amos com.o dominio [0, +oo) y 
codominio M, entonces f es una funcion. 

Hemos definido funciones formalmente en terminos de conjuntos, pero podemos recuperar la notion 
intuitiva de la regia de asignacion. Trabajar con la notion formal de funcion, si bien nos garantiza 
la precision de lo que digamos, es un poco engorroso y por tal motivo es mas comodo pensar en 
funciones en la forma como se hace en la mayorla de los libros. Lo que nos importa aquf es que dicha 
notion si se puede formalizar. Observemos que lo que tenemos formalizado nos permite rescatar la 
regia de asignacion. Sean / : A —»• B una funcion y a G A, entonces existe un unico par (a, b) G Ax B 
que pertence al conjunto F C A x B, que define la funcion. Asf podemos pensar que el par (a, 6), 
esta realmente asignandonos al elemento a un unico elemento b de B. Notamos que el papel del 
conjunto F es el mismo que el de la regia de asignacion. De todas formas es importante recordar 
que la regia de asignacion sola no define la funcion. El dominio \ r el codominio deben ser claramente 
establecidos. 

Definition 4.3. Sean f : A —>• B una funcion y a G A, entonces existe un unico par (a, 6) G F C 
A x B, que define la funcion. A este unico elemento b, lo denotamos por /(a) y decimos que es el 
valor de f en el elemento a 0 que es la imagen de a bajo f. 

Usos poco precisos de notation. 

Es importante que estemos alertas con respecto a la notation, ha 3 r muchos libros elementales 
que son poco precisos en la notation. Muchas veces no dan explfcitos ni el dominio ni el codominio. 
Veremos mas adelante la importancia de distinguir estos conjuntos. Veamos algunos usos comunes e 
imprecisos de notation. Encontramos escrito: “sea f(x) una funcion...”, la imprecision es que f(x) no 
es la funcion, es la funcion evaluada en x. O encontramos escrito: “sea f(x) = x 2 +1 una funcion”, si 
bien entendemos mas 0 menos lo que se quiere decir, nos queda la duda de cual serf a el codominio. 
Quizas serfa mas preciso decir: “sea / : M —»• M una funcion, tal que f(x) = x 2 + 1, para todo 
x G M, 0 se podrfa decir: “sea / : M —> [l,oo) una funcion tal que f{x) = x 2 + 1, para todo x en 
M”. Observamos que estas dos definiciones producen funciones diferentes, pues no coinciden en su 
codominio. 

Nota 4.4. 1. Cuantificar la variable al final es importante, pues esto nos dice que la regia de 

asignacion es para todo x en M. 

2. Si bien, en calculo sobreentendemos los dominios y suponemos el rango, para ser precisos 
debem.os especificarlos. Por ejemplo “sea f(x) = \fx una funcion”. Esto es incorrecto, debemos 
decir “sea f : [0, 00 ) —> M una funcion tal que f(x) = \fx, para todo x > 0”. 

3. Cuando definim.os una funcion por tram,os, y estos no son disyuntos, hay que verificar que las 
formulas coincidan en la interseccion para garantizar que la formula este bien definida. Veamos 
un ejemplo. 


x 


x, si x > 0 
— x, si x < 0 
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no tiene problem,as, pero si definimos 

\x\ 


x, si x > 0 
— x, si x < 0 


debem.os verificar que |0| si este bien definido, es decir, que no vaya a tomar dos valores 
diferentes. Note que en este caso no hay problema, pues |0| = 0 = —0. 


A continuation vemos que para que dos funciones sean iguales deben tener el mismo dominio, el 
mismo codominio y la misma regia de asignacion. 

Definicion 4.5 (Igualdad de Funciones). Sean f y g funciones, decimos que f = g si 

( i ) f y g tienen el mismo dominio, digamos A 
(■ ii ) f y g tienen el mismo codominio, digam,os B 
(Hi) para todo x G A se tiene que f(x) = g(x). 

Definicion 4.6 (Funciones Particulares). Sean A y B conjuntos, y considere S C A. 

1. Una funcion constante / : A —> B es cualquier funcion para la cual f(x) = b, para todo 
x G A, donde b es un elem,ento fijo de B. 

2. La funcion identidad en A es la funcion \a '■ A —»• A definida por lyifti) = x, para todo x € A. 

3. La funcion inclusion de S en A es la funcion j : S —>• A definida por j(x) = x, para todo 
xeS. 

4■ Si f : A —> B es una funcion. La restriccion de f a S, denotada por f\s, es la funcion 
/|s : S -> B, definida por /|s(^) = f( x )> P ara t°do x G S. 

5. Si g : S —> B es una funcion, una extension de g a A es cualquier funcion G : A —^ B, tal 
que G|s = g- 

6. Las funciones proyecciones de Ax B son las funciones : A x B —>• A y [([2 : Ax B -» B 

definidas por Hi(( a ) b)) = a y ]/[2 (( a ^ b)) = b, para todo (a, b) e Ax B. Sim,Harm,ente tenemos 
n i ■■ m x ... x Ai x ... x A n —> Ai es la funcion tal que ]/[*(( a i■> a 2 > Oj, •••, a n )) = a*, para 

todo (ai, 02 ,..., ai, ..., a n ) € A\ x ... x Ai x ... x A n . 


Veamos algunos ejemplos de funciones. 


Ejemplo 4.7. 

por G(x) 
G. 


1. Sean g : M + —> M, tal que g(x) = \fx, para todo x G M + , definida 

f —x, si x < 0 


y/x, si x > 0 


, entonces G es una extension de g y g es una restriccion de 


2. Si S = {x,y,z} y f : A -» A esta definida por f(x) = x,f(y) = y y f(z) = z, entonces 

f = u. 
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3. Si A = {x, y, zj y B = {a, b}, entonces : Ax B A es tal que ^((x, a)) = x - rii(( x ) b )) = 

x >rii((2b a )) = y^Ui({y^ b )) = y-Ili(( z , a )) = z y rii((^> fe )) = Ademds, n 2 \ AxB B 

es tal que n 2 (( x , a)) = a,ri 2 (( x ’^)) = b > e ^ c - 


4.2. Imagen e Imagen Inversa. 


Supongase que N = {x : x es un nino entre 7 y 14 anos} y tenenos la funcion / : IV —> M 
definida por p(n) es el peso en kilogramos del nino n, para cada n G N. Podemos preguntarnos por 
el conjunto de ninos que pesan 43 kilos, este seria {n £ N : p(n) = 43} o tambien por el conjunto de 

numeros que son el peso de algun niiio entre 10 y 12 anos {x : x = f(n), para algun n entre 10 y 12 

anos}. Este estilo de conjuntos es muy c.omun tener que calcularlos en el caso de cualquier funcion. 
Vamos a darles un nombre especial en la siguiente definicion. 

Definicion 4.8 (Imagen e Imagen Inversa). Sea f : A —>■ B una funcion. 

1. Para cada P C A, sea f*(P) el conjunto definido por 

f*{P) = {b <E B : b = f(p), para algun p G P} = { f(p ) : p G P}. 

El conjunto f*(P) se llama la imagen de P bajo f. 

2. Para cada Q C B, sea f*(Q ) definida por 

f*(Q) = {a G A : f(a ) = q, para algun q G Q} = {a G A : /(a) G Q}. 

El conjunto f*(Q ) se llama la imagen inversa o preimagen de Q bajo f. 

3. El rango o imagen de f, denotado por ran/, se define como ran/ = f*(A). 

Aunque la notaciones mas usuales para f*(P) y f*(Q), son respectivamente f(P) y f~ 1 (Q), en 
este libro no las usaremos, pues si uno no tiene suficiente madurez matematica la notacion usual 
podrfa hacernos incurrir en errores. 

Ejemplo 4.9. Sea f : M —> M definida por f(x) = x 2 + 1, para todo x G M. Luego /*((—1,2]) = 

[1, 5], /*([1,5]) = [—2,2] y /*([0, |)) = 0. Observe que el codominio de f es M, pern el rango es 

[l,+oo). Debem.os tener cuidado de diferenciarlos bien. 

■ Vamos a probar que /*((—1,2]) = [1,5]. Para esto tome y G /*((—1,2]), entonces existe x G 
(—1,2] tal que f(x) = y, esto es, x 2 + 1 = y. Como x G (—1,2] tomarem.os dos casos. Caso 
1: — 1 < x < 0. En este caso se tiene que 0 < x 2 < 1 y por tanto 1 < x 2 + 1 < 2, luego 

y £ [1,2) C [1,5]. Lo que muestra que /*((—1,2]) C [1,5]. Caso 2: 0 < x < 2. En este caso se 

tiene que 0 < x 2 < 4 y asi 1 < x 2 +l < 5, por tanto y G (1, 5] C [1, 5]. Luego /*((—1, 2]) C [1, 5]. 
Veamos ahora la otra contenencia, esto es, que [1,5] C /*((—1,2]). Para eso tome y G [1,5], 
entonces 0 < y — 1 < 4, tom.ando rai'z cuadrada nos queda 0 < \fy — 1 < 2. Por tanto si 
definim,os x := \fy — 1, se tiene que x G [0,2] C (—1,2] y es fac'd ver que f(x) = y, asi que 
por definicion de imagen se obtiene y G /*((—1,2]), lo que muestra que /*((—1,2]) = [1,5]. 
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■ Veamos tambien que /*([1,5]) = [—2,2], En este caso se tiene x £ /*([1,5]) si y solo si 
f(x) £ [1, 5] si y solo si 1 < x 2 + 1 < 5 si y solo si 0 < x 2 < 4 si y solo si — 2 < x < 2 si y 
solo si x £ [—2,2], lo que m.uestra que /*([1,5]) = [—2,2], La prueba de que /*([0, ^)) = 0 es 
dejada como ejercicio al lector. 


Propiedades de las Imageries e Imageries Inversas. 

Teorema 4.10. Sea f : A —» B una funcidn. Considere C, D C A y S,T C B conjuntos. Sean I y 
J conjuntos no vacios y considere una familia de conjuntos indexada por I tal que Ui C A, 

para todo i £ I, y {V}j & j una familia de conjuntos indexada por J, tal que Vj C B, para todo j £ J. 
Entonces: 

1. /*(0) = 0 y f*(0) = 0. 

2. f*(B) = A. 

3. f*(C) C S si y solo si C C f*(S). 

4 • Si C C D, entonces f*(C) C f*(D) 

5. Si S C T, entonces f*(S) C f*(T). 

6 . /.(U 6 ,^) =U,y/.W). 

/.(n i€I E/i) cfe*' 

*• /• (u j£ ^j) = iwm). 

Prueba: Solo haremos algunas pruebas, las restantes son dejadas como ejercicio al lector. Supon- 
gamos todas las hipotesis. 

1. Veamos que /*(0) = 0. Sea y £ /*(0), luego existe x £ 0 tal que /(x) = y. Pero esta 
afirmacion es falsa, luego “si y £ /*(0), entonces y £ 0” es verdadera, pues el antecedente es 
falso. Luego /*(0) C 0, pero como 0 C /*(0), pues 0 es subconjunto de cualquier conjunto, 
entonces /*(0) = 0. Como ejercicio muestre que /*(0) = 0. 

2. Veamos que f*(B) = ^4. “C” Sea x £ f*{B), debemos probar que x £ A En efecto, si 
x £ f*{B), entonces x & Ay f(x) £ B por definition de f*(B), luego en particular x £ A. 
“D” Ahora si x £ A, como A es el dominio d e f y B es el codominio, necesariamente f(x) £ B, 
luego x £ f*(B). 

4. Supongamos que C C D y probemos que f*(C) C Sea y £ entonces existe x £ C 

tal que /(x) = y (por definition de /*). Como CCD, entonces x £ D. Luego existe x £ D tal 
que /(x) = y. asi y £ f*(D) (por definition de /*). 
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7. Probemos que f*(f) ieT Ui) C f) ieI Para esto tome y £ f*(f) ie j Ui) entonces existe 

x £ Hie/ Ui tal que /(x) = y (por definicion de /*), luego x £ Ui para todo i £ /. Sea k £ / 
arbitrario, entonces x £ 74 y /(x) = y, luego y £ /*(^4) v c.omo k es arbitrario en I, se tiene 
que y £ f*(Ui), para todo z £ /, luego y £ f\ e / /*(t / i)- 

Veamos con un contraejemplo que P| ig/ f*(Ui) % Ui). Consideremos A = {a, 6, c, d}, B = 

{x, y,z} y f : A B, tal que /(a) = x, /(&) = /(c) = /(d) = y. Sean Ui = {a,b} y 
U 2 = {c,d}, as! 74 n U 2 = 0, /*(74 n U 2 ) = 4(0) = 0,/*(74) = {x, y}, f*(U 2 ) = {y} y 

m)n/# 2 ) = {y}/ 0 . 

9. Veamos que /*(Dj e j^) = DjeJ 

“C” Supongamos cpe x £ f*(f)j£jVj)i entonces /(x) £ f)j £j Vj (por definicion de /*), luego 
/(x) £ Vji, para todo j £ J, lo que implica que x £ f*(Vj), para todo j £ J (por definicion de 
/*), entonces x £ f| 

“0” Supongamos que x £ PljeJ /*(^j)> entonces x £ f*{Vj), para todo j £ J, luego /(x) £ 
para todo j £ J, lo que implica que /(x) £ PljeJ y asi x £ /*(rijGj Vj). □ 


4.3. Composicion de Funciones y Funciones Inversas. 


Definicion 4.11 (Composicion). Sean f : A —»• B y g : B -» C funciones. La composicion de f y g 
es la funcion g o f : A —> C definida por (g o /)(x) = y(/(x)), para todo x E A. 

Ejemplo 4.12. Sean / : [0, oo) -> M, g : M —> [0, oo), dadas por f(x) = \fx y g(x) = x 2 +1 entonces 
is ° f)( x ) = 9(f(x)) = x/x 2 + 1 = x + 1 y (/ o y)(x) = f(g(x)) = \Ac 2 + 1. Note que en este caso 


Propiedades de la Composicion. 

Lema 4.13. Sean f : A —> B, g : B —>• C y h : C —» D funciones. Entonces, 

1. (h o g) o f = h o (y o /) (Ley asociativa). 

2. folA = fyl B of = f (Ley modulativa o de identidad). 


Prueba: 1. Veamos que (h o g) o f = h o (g o /). Por la definicion de la composicion el dominio de 
[h o g) o f f de ho (g o f) es A y el codominio es D. Sea x £ A, mostremos que (( h o g) o /)(x) = 
(ho(gof))(x). En efecto, ((hog)of)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x ))) = h((gof)(x)) = (ho(gof))(x). 
Luego arnbas funciones son iguales. 

2. Recordemos que 1a ■ A —> A es la funcion tal que 1 a(x) = x, para todo x £ A. Veamos que 
f o 1a = f ■ Primero que todo, observemos que ambas funciones tienen dominio A y codominio B. 
Considere x £ A, entonces (/ o 1a)(^) = /(1a(®)) = f(x) luego ambas funciones son iguales. Es 
dejado como ejercicio al lector mostrar que 1 B ° / = /, lo que termina le prueba. □ 
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Definicion 4.14 (Inversas a Derecha e Izquierda). Sean f: A^-Byg: B-^-A funciones. 

1. La funcion g es una inversa a derecha para f si f o g = \ B . 

2. La funcion g es una inversa a izquierda para f si g o f = \ A . 

3. La funcion g es una inversa para f si lo es a derecha y a izquierda. 

Nota 4.15. / o g = 1 B quiere decir que (/ o g)(x) = 1 B {x) = x, para todo x € B y g o / = 1 A que 
quiere decir (/ o g)(x) = 1 . 4 ( 2 ) = x, para todo x £ A. 

Unicidad de las Funciones Inversas. 

Lema 4.16. Sea f : A —»• B una funcion. 

1. Si f tiene una inversa, entonces esta inversa es ilnica. 

2. Si f tiene una inversa a derecha g y una inversa a izquierda h, entonces g = h y por lo tanto, 
f tiene inversa. 

3. Si f tiene inversa g, entonces g tiene inversa la cual es f. 

Prueba: 1. Supongamos que / tiene una funcion inversa g. Veamos que g es unica, para lo cual 
supondremos que g' es otra inversa de / y probaremos que g = g'. Por definicion de inversa, el dominio 
y el codominio de g y g' son iguales. Por hipotesis tenemos que fog = \ B , go f = 1 A , fog' = Is y 
g'of = 1 A . Entonces por el lema anterior tenemos que g = 1 A °9 = ( g'°f)°g = g'°{f°g) = g'°^B = g ', 
luego g = g'. 

2 . Como / tiene inversa a derecha g se tiene que / 0 g = 1 b y como h es una inversa a izquierda 
de / obtenemos que ho f = 1 A . Usando estas dos ultimas igualdades obtenemos que g = 1 A o g = 
(h o f) o g = h o (/ o g) = h o lg = h. Por tanto g = h. 

3. Como / tiene una inversa g entonces fog = \ A ygof = l B , luego gof = l B yfog = l A 

implican que g tambien tiene inversa y que esta es justamente /. □ 

Definicion 4.17 (Inversa). Sea f : A —>• B una funcion. Si f tiene una inversa, entonces esta se 
denota por f~ x y su dominio es B y codominio A. 

Nota 4.18. Si una funcion tiene, por ejemplo, una inversa a derecha pero no a izquierda, esta no 
tiene que ser unica. 

Ejemplo 4.19. Las siguientes funciones tienen inversa. 

1. f : M —> M tal que f(x) = ax + b, con a 7 ^ 0 y para todo ieK. 

2. g : M —> ( 0 , 00 ) tal que g(x) = a x , con a > 0 , a / 1 y para todo i£l. 

3. h : (0,oo) —> M tal que h(x) = \og a x, para todo x G (0, 00 ). 
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4- Sea f : M —> [0,oo) tal que f(x) = x 2 para todo x G M. / no tiene inversa a izquierda pero si 
tiene diferentes inversas a derecha. En efecto, si g : [0, 00 ) M es tal que g(x) = yfx entonces 
(f °g)( x ) = f{g(x)) = f{y/x) = (\/x ) 2 = x P ara todo x G [0, 00 ) y si h : [0,oo) —> M es tal que 
h(x) = — yfx, entonces (f o h)(x) = f(h(x)) = f(—yfx) = (— yfx) 2 = x, para todo x G [0,oo). 
Luego g y h son inversas a derecha de f. Para mostrar que f no tiene inversa a izquierda, 
razonemos por contradiccion. Supongamos que f tiene una inversa h : [0, 00 ) —> M a izquierda, 
luego 1 K = ho f. Entonces si x G M, se tiene que 1r(x) = x = (ho f)(x) = h(f(x)) = h(x 2 ), 
pero 1r(— x) = —x = (ho f)(—x) = h((— x) 2 ) = h(x 2 ), es decir, tendriamos que x = — x, para 
todo x G M, lo cual es absurdo. Luego f no puede tener una inversa a izquierda. 

5. Sea p : [0, 00 ) —> M definida por p(x) = x 2 , para todo x G [0, 00 ). Entonces p no tiene inversa 
a derecha, pero si tiene diferentes inversas a izquierda. En efecto mostremos dos funciones que 
son inversas a izquierda para p. Sean q, r : M —> [0, 00 ) definidas por 


q(x) 


y/x, si X > 0 
1 — x, si x < 0 


V r(x) 


y/x, si X > 0 
1 + 3x, si x < 0 


Calculemos q o p y r op. 

q op(x) = q(p(x)) = q(x 2 ) = Vx 2 = x = l[ 0 , oo )(x), si x > 0 , 

r o p(x) = r(p(x)) = r(x 2 ) = s/x 2 = x = 1 [ 0 , 00 ) 0 * 0 ) x > 0 . 

Vem.os entonces que q y r son inversas a izquierda de p. Sin embargo, p no tiene inversa a 
derecha. En efecto, razonemos en este caso tambien por contradiccion. Si p tuviera inversa a 
derecha, digam,os g, entonces po g = 1 R luego 1r(x) = x = p(g(x)) = (g(x)) 2 , para todo xGl, 
pero esto es una contradiccion si x < 0 , ya que (g(x)) 2 es positivo. 


6. Sea s : M —> M, definida por s(x) = x 2 , para todo x G M, no tiene ni inversa a derecha ni inversa 
a izquierda. En efecto. Supongamos que r : M —> M es una inversa a derecha para s. Entonces 
sor = 1r. Luego 1r(x) = x = (sor)(x) = s(r(x)) = (r(x)) 2 , para todo xGl. Pero esto es un 
absurdo, pues (r(x)) 2 siempre es positivo. Ahora supongamos que h : M —> M es una inversa a 
izquierda para s. Entonces (hos)(x) = 1r(x), luego 1r(x) = x = (hos)(x) = h(s(x )) = h(x 2 ), 
pero tambien 1r(— x) = — x = ( h o s)(—x) = h(s(—x )) = h(x 2 ) luego x = —x para todo xGl, 
lo cual es absurdo. 


4.4. Inyectividad, Sobreyectividad y Biyectividad. 

Volvamos al ejemplo de las funciones / : M — > [0, 00 ) dada por f(x) = x 2 , para todo x G R 
y p : [0,oo) — > M dada por p(x) = x 2 , para todo x G [0, 00 ). Vimos que / no admite inversa a 
izquierda, porque si existiera h tal que h o f = 1r encontrariamos que x = (ho f)(x) = h(f(x )) = 
h(x 2 ) = h(f(—x)) = (ho /)(—x) = —x. Entonces el obstaculo para encontrar la inversa a izquierda, 
es que hay dos elementos diferentes en el dominio de / que tienen la misma imagen. Por otro lado 
vimos que p no admite inversa a derecha porque si existiera g inversa a derecha tal que p o g = 1r 
encontrariamos que x = (p o g)(x) = p(g(x)) = (g(x)) 2 , para todo x G K. Y el obstaculo aqui es 
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que ( g(x)) 2 > 0 , esto es, que en el rango de p no tenemos valores negativos, luego el rango de p es 
distinto a su codominio. Estas dos clases de problemas son realmente los unicos obstaculos para que 
una funcion admita inversa a derecha o izquierda. 

Definimos ahora funciones que no tienen esta clase de problemas. 

Definicion 4.20 (Inyectividad y Sobreyectividad). Sea f : A —>• B una funcion. 

1. La funcion f es inyectiva (o uno a uno) si x j- y implica f(x) f(y), para todo x,y G A. 
Equivalentemente (por contrarreciproco) si f(x) = f(y) implica x = y, para todo x,y G A. 

2. La funcion f es sobreyectiva (o sobre) si para todo b e B, existe a G A, tal que f(a) = b, 
equivalentemente f*(A) = B. 

3. La funcion f es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva. 

Ejemplo 4.21. Veamos un ejemplo para cada definicion. 

1. f : M —> [ 0 , oo) dada por f(x) = x 2 no es inyectiva, pero si es sobre. 

2. f : [ 0 ,oo) —> M dada por f(x) = x 2 es inyectiva, pero no es sobreyectiva. 

3. f : M —> M definida como f(x) = x 2 no es sobreyectiva y tampoco inyectiva. 

4- f ■ [ 0 ,oo) —>• [ 0 ,oo), definida com.o f(x) = x 2 es biyectiva. 

Otra manera de pensar los conceptos anteriores es mirar como es /*({&}), para todo b e B. Asf, 
si / : A —> B es una funcion, entonces: 

(i) / es una funcion inyectiva si y solo si para todo b £ B se cumple que /*({&}) tiene a lo mas 
un elemento (puede ocurrir que no tenga ninguno). 

(ii) f es una funcion sobreyectiva si y solo si para todo b e B,f*({b}) tiene como minirno un 
elemento (puede tener mas de uno). 

(in) f es biyectiva si solo si para todo b e B, /*({&}) tiene exactamente un elemento. 

Lema 4.22. Sean f : A —> B y g : B —> C funciones. 

1. Si f y g son ambas inyectivas, entonces go f tambien lo es. 

2. Si f y g son ambas sobreyectivas, entonces g o f tambien lo es. 

3. Si f y g son ambas biyectivas, entonces g o f tambien lo es. 
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Prueba: 1. Supongamos que / y g son ambas funciones inyectivas. Para probar que go f tambien es 
inyectiva, probaremos que si (g° f)(x) = (go f)(y), entonces x = y, para todo x,y G A. Supongamos 
que (go f)( x ) = (g o f)(y ), luego g(f(x )) = g(f(y )), y como g es inyectiva, entonces f(x) = f(y ), 
pero como / tambien es inyectiva, tendremos que x = y, para todo x,y G A. Luego go f es inyectiva. 

2 . Supongamos que g y / son ambas funciones sobrevectivas. Para probar que gof es sobreyectiva, 
mostraremos que para todo c € C, existe un a E A tal que (g o f)(a) = c. Sea c un elemento 
cualquiera de C. Como g es sobreyectiva, existe un b € B tal que g(b) = c, pero para este 6, como / 
es sobreyectiva, entonces existe un a E A tal que f(a) = b, luego g(b) = g(f(a )) = c. Asi, para cada 
c E C existe un a E A tal que (g o f)(a) = c. Luego g o f es sobreyectiva. 

3. Es consecuencia de 1 y 2. □ 

El reciproco de las afirmaciones 1, 2 y 3 no es necesariamente cierto. Veamos los siguientes 
ejemplos: 

Ejemplo 4.23. Considere f : [0, oo) —> M dada por f(x) = \fx y g : M —> [0, oo) definida como 
g(x) = x 2 . Observamos que su composition go f : [0,oo) —> [0, oo), la cual es (gof)(x) = (y/x) 2 = x 
es sobreyectiva mientras que f no es sobre, aunque g si lo es. 

El teorema que sigue responde nuestras preguntas del c.omienzo de la seccion. 

Teorema 4.24. Sean A y B conjuntos no vacios y f : A —> B una funcidn. 

1. La funcidn f tiene una inversa a derecha si y solo si f es sobreyectiva. 

2. La funcidn f tiene una inversa a izquierda si y solo si f es inyectiva. 

3. La funcidn f tiene inversa si y solo si f es biyectiva. 

Prueba: Solo haremos una prueba, el resto es dejado como ejercicio al lector. 

1. “=C’ Supongamos que / es una funcion que tiene una inversa a derecha g : B —> A. Veamos 
que / es sobreyectiva. Sea b G B, entonces g(b) G A y si definimos a = g(b) entonces a G A y 
f(a) = f(g(b )) = (f og)(b). Como g es inversa a derecha de /, tenemos que /(a) = ( f °g)(b ) = 
1 s(b) = b, luego / es una funcion sobreyectiva. 

l-<=" Supongamos ahora que / es una funcion sobreyectiva. Veamos que existe una funcion 
g : B —>• A que es una inversa a derecha de /. Sea b G B, entonces /*({&}) tiene al menos 
un elemento, pues / es sobreyectiva. Sea at, G /*({&}), luego f(cib) = b. Entonces definamos 
g : B — > A tal que g(b) = ab para todo b G B. Por tanto /(cp,) = f(g(b )) = (/ o g)(b) = 1 #(&). 
Es decir g es una inversa a derecha de f. □ 

Nota 4.25. En la prueba de la primera parte del Teorema f.2f, usamos el Axioma de Eleccion 
cuando escogemos un elemento ab para cada conjunto /*({&})• El axioma de eleccion de manera un 
poco informal dice lo siguiente: Para cada familia de conjuntos no vacios, existe otro conjunto que 
contiene un elemento de cada uno de ellos. 
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Teorema 4.26. Sean A y B conjuntos no vacios y sea f : A B una funcion. 

1. La funcion f es sobreyectiva si y solo sigof = hof implica que g = h, para cualquier par de 
funciones g,h : B —>• X, y para todo conjunto X. 

2. La funcidon f es inyectiva si y solo si fog = foh implica que g = h, para cualquier par de 
funciones g,h : Y —>• A, y para todo conjunto Y . 


Prueba: Solo haremos la prueba de ( 2 ). 

“=ti ! Supongamos que / es inyectiva. Sean Y un conjunto cualquiera y g,h :Y —> A dos funciones 
tales que fog = foh. Veamos que g = h. En efecto, sabemos que sus dominios y codominios coinciden, 
luego solo necesitamos mostrar que g{y) = h{y) para todo y £ Y. Razonemos por contradiction, 
supongamos que existe y €Y tal que g(y) / h(y), como / es inyectiva, entonces f(g(y)) / f(h(y)) 
pero esto contradice el hecho de que f(g(y)) = f(h{y)) para todo y £ Y. Luego necesariamente 
g(y) = h(y), es decir g = h. 

“4=” Supongamos ahora que si fog = foh, entonces g = h, para todo par de funciones g,h : Y —»• A 
y todo conjunto Y . Probemos que / es inyectiva. Razonemos por reduction al absurdo. Supongamos 
que / no es inyectiva, entonces existen a\,a ,2 £ A, con ai / 02 tales que /(ai) = /(a 2 ). Sean Y = 
{ 01 , 02 }, g : Y —>• A, tal que g{a\) = ai y g(a 2 ) = 02 . Ademas considere h : Y —> A, definida como 
h(cii) = a 2 y h(a 2 ) = ai. Entonces (/ o g)(ai) = f(g(ai)) = f(ai) = f(a 2 ) = f(h(ai)) = (/ o h)(ai) 
y (/ 0 ff)( 02 ) = f{g{a 2 )) = /(o 2 ) = f(ai) = f(h(a 2 )) = (/ o h)(a 2 ). Luego (/ o g)(y) = (/ o h)(y) 
para todo y £ Y, es decir / o g = f o h, pero esto contradice la hipotesis, pues claramente g / h. 
Luego / debe ser inyectiva. □ 


4.5. Ejercicios 

1. ^Cual de las siguientes formulas define una funcion M —> M? 


(i) 

f(x) = sen(x) para todo x £ M. 

(ii) 


para todc 

1 x £ M. 

(iii) 

q(x) = ln(x 4 

+ 1) para 

. todo x £ 


, , 1 

\e x , 


si x 

> 0 

(iv) 

r(x) = < 


(*). 




1 

1 cos 

si x 

< 0. 


s(x) = | 

(x 2 , 

si 

x > 1 


(v) 




lx 3 , 

si 

0 

VI 



t(x) = | 

x 3 - 

- 2, 

si x 

> 1 

(vi) 






Jx|, 


si x 

< 1. 


g{x) = < 

[ sen 

( x )) 

si x 

> 7 r 

vii) 

1 





[x, 


si x 

< 7 r. 
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2. Para cada una de las siguientes formulas encuentre el mayor conjunto X C M tal que g : X —> M 
es una funcion. 


(i) g(x) = para todo 

(ii) g(x) = \/l — x 2 para todo x £ X. 

(iii) g(x) = 31n(sen(x)) para todo 

( \fx, si x > 0 y x £ X 

x + 1, si x < 0 y x £ X. 


(iv) g(x) = 


(i) g{x ) = 


tan(7rx) + 4, si x > 1 y x £ X 
3x 2 + 1, si x < 1 y x £ X. 


3. Sean A y B conjuntos, S C A v f : A —>• B una funcion. Considere g : A —> B una extension 
de f\ s a A. /Es / = 5 ? 

4. Sea X un conjunto. Para cada A C X definimos la funcion caracteristica SE d 4 : X —> {0,1} 
como 

= SiX€A 
[0, si x € X — A. 

Sean A, B C X. Muestre que = SCb si y solo si A = B. 


5. Para cada una de las siguientes funciones /: M —>■ M y cada T C M encuentre /*(T), f*{T), /*(/*(T)) 

(i) /(x) = (x + l) 2 para todo x e M y T = [—1,1] 

(ii) /(x) = (x + l) 2 para todo x G M y T = [—5, 2] 

(iii) /(x) = |"x] para todo x € M, donde fx~| es el menor entero mayor 0 igual que x, y 

T=(l,3). 

(iv) /(x) = L^J para todo x G M, donde es el mayor entero menor 0 igual que x, y 
T=[ 0,2] U (5,7). 

6. Sea g : M 2 —> M dada por g((x,y)) = xy para todo (x,y) £ M 2 . Haga un bosquejo de los 
siguientes conjuntos. 


(i) S*({3})- 

(ii) ^([-1,1])- 

7. Sean X y y conjuntos, A C X, B C Y y considere 7Ti : X x y —> X y 7r2 : X x Y —> Y las 
funciones proyeccion. 


(i) Muestre que (7Ti)*(M) = 4x7 y (tt 2 )*(B) = X x B 

(ii) Muestre que A x B = (7Ti)*(M) n (tt 2 )*(B) 

(iii) Sea P C X x Y. /Sera que P = (7Ti)*(P) x (7r2)*(P)? De una prueba 0 un contraejemplo. 
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8. Encuentre la falla en el siguiente razonamiento de la prueba de la parte (viii) del Teorema 4.10, 
asumiendo que las partes (i)-(vii) han sido probadas: “Aplicando /* a /* (iJjeJ obtenemos 

que /* (/* (|J i6J Vj'j'j = U jeJ Vj. Ademas, aplicando /* a \J j£j f*(Vj ) y usando la parte (vi) 

del teorema, obtenemos que /* (iJjeJ = U, e j f*(f*(Vj)) = U je j Dp Como aplicando 

/* a ambos lados de la ecuacion en la parte (viii) tenemos el mismo resultado, concluimos que 
esta es verdadera.” 


9. En este ejercicio mostramos que no es posible debilitar las afirmaciones en el Teorema 4.10 
(iii). 

(i) Encuentre una funcion / 

/*(X) = FyX^/*(X). 

(ii) Encuentre una funcion g 
f*(W) = Z y U{Z) + W. 

10. Encuentre un ejemplo que muestre que “C” en el Teorema 4.10 (vi) no puede ser remplazada 
por “=” (es sufic.iente usar la intersection de dos conjuntos). 

11. (i) Encuentre una funcion / : A —> B y subconjuntos P,Q C A tales que P C Q, pero que 

f*( p ) = /*(<?)• 

(ii) Encuentre una funcion g : C D y subconjuntos S,T C D tales que S' C T, pero que 
g*(S) = g*(T). 

12. Sean / : A —>■ B una funciom y P, Q C A. Muestre que /*(P) — f*(Q) C /*(P — Q). ^Necesa- 
riamente f*(P — Q) C /*(P) — /*(Q)? De una prueba o un contraejemplo. 

13. Sea f : A-t B una funcion y C, D C B. Muestre que f*(D — C) = f*(D) — f*(C). 

14. Sea / : A —> B una funcion. Considere X C A v Y C B. 


: A -> B junto con conjuntos X C A y y CP tales que 
: J —> K junto con conjuntos Z C J y W C K tales que 


(i) Muestre que X C f*(f*(X)). 

(ii) Muestre que f*(f*(Y)) C Y. 

(iii) Muestre que X = f*(f*(X)) si y solo si X = f*(Z ) para algun Z C B. 

(iv) Muestre que Y = f*(f*(Y)) si y solo si Y = f*(W) para algun W C A. 

(v) Muestre que /*(/*(/*(X))) = /*(X). 

(vi) Muestre que f*(f*{f*(Y))) = /*(T). 

15. Para cada una de las siguientes func.iones / : M -* M, encuentre funciones diferentes de la 
identidad g, h : M — > M tales que f = ho g. 


(i) f(x) 

(ii) f{x) 

(iii) f{x) 


\Jx + 7 para todo x > —7. 
y/x + 7 para todo x > 0. 

{ x 6 , si x > 0 
x 4 , si x < 0. 
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(iv) /(x) = 
16. Sean /, g : M 


x 3 , si x > 0 
x, si x < 0. 

->• M dadas por 


/(*) = 


1 — 2x, si x > 0 
|x|, si x < 0. 


g(x) = 


3x, si x > 0 
x — 1, si x < 0. 


Encuentre / ° g y g o /. 


17. (i) Encuentre funciones h, k : I 

embargo k oh sea constante. 

(i) Encuentre funciones s,t : M - 


tales que tanto h como k no sean constantes y sin 


> M tales que s / 1r y t / 1r, pero que t o s = 1r 
18. Sean f:A^Byg:B^C funciones, U C A y V C C subconjuntos. Muestre que 
(.9 ° fUU) = g*(f*(U)) y (g o f)*(V) = f*(g*(V)). 


19. Sean f: A^-Byg-.B^-C funciones tales que ambas tienen inversa. Muestre que go f tiene 
inversa y que (jo /) -1 = / _1 o g~ l . 

20. Encuentre dos inversas a derecha para cada una de las siguientes funciones 

(i) Sea / : M —>• [0, oo) dada por f(x) = \x\ para todo 

(ii) Sea g : M —> [1, oo) dada por g(x) = e x para todo x € M. 

21. Encuentre dos inversas a izquierda para cada una de las siguientes funciones 

(i) Sea / : [0, oo) —> M dada por f(x) = x 3 + 4 para todo x £ [0, oo). 

(ii) Sea g : M -> M dada por g(x) = e x para todo x £ M. 

22. Defina las funciones h, k : M -> M por 

fdx + l, si x > 0 f 3x, si x > 0 

h(x) = < k(x) = < 

lx, si x < 0. lx + 3, si x < 0. 

Encuentre una inversa para k o h. 

23. Sea / : A —> B una funcion. Muestre que si / tiene dos inversas distintas a izquierda, entonces 
no tiene inversa a derecha. Muestre que si / tiene dos inversas distintas a derecha, entonces 
no tiene inversa a izquierda. 

24. Sean A,Ai, ...,Ak conjuntos para algun entero positivo k. Considere / : A —> A\ ■ ■ ■ x A^ y 
Ui C A, para todo i £ {1, 2,..., k}. Muestre que 

k 

nu 1 x-..xu k ) = f](f i nu i ), 

i =1 

donde las /,; son las coordenadas de la funcion /. 
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25. Sean A, A \,conjuntos para algun entero positivo k y h t : A —> A\ una funcion para cada 
i G {1,2,..., A:}. Muestre que existe una unica funcion g : A —> A\ x • • • x A^ tal que 7q o g = hi 
para todo i G {1, 2,..., /c}, donde 7Tj : tii x • • • x A^ —>• A; es la funcion projection. 

26. Sean Ay B conjuntos, y considere S C A. 

(i) Muestre que la funcion identidad 1a ■ A —> A es biyectiva. 

(ii) Muestre que la funcion inclusion j : S —> A es inyectiva. 

(iii) Suponga que / : A B es una funcion inyectiva. ^Es la restriction f\g necesariamente 
inyectiva? Pruebelo o de un contraejemplo. 

(iv) Suponga que g : A—t B e s una funcion sobreyectiva. ;.Es la restriction g\g necesariamente 
sobreyectiva? Pruebelo o de un contraejemplo. 

(v) Suponga que h : S —> B es una funcion inyectiva y considere H : A —»• B la extension de 
h. ^Es H necesariamente inyectiva? Pruebelo o de un contraejemplo. 

(vi) Suponga que k : S —> B es una funcion sobreyectiva, y considere K : A —»• B la extension 
de k. ^Es K necesariamente sobreyectiva? Pruebelo o de un contraejemplo. 

(vii) Muestre que las funciones proyecciones ni : A x B —> A y H 2 : A x B —> B son sobre\ r ec- 
tivas. /,Son estas funciones projection inyectivas? 

27. Sean h y k como en el Ejercicio 22. ;Es h o k biyectiva, inyectiva, sobre o ninguna de las 
anteriores? 

28. Sean Ay B conjuntos. Muestre que existe una funcion biyectiva / : A x B -a- B x A. 

29. Sean A, B y C conjuntos. Muestre que existe una funcion biyectiva g : (A x B) x C —> 
A x (B x C ). 

30. Sea A un c.onjunto. Defina cj) '■ &(A) —> 3*(A) por (f>(X) = A — X, para todo X G &(A). 
Muestre que 4> es biyectiva. 

31. Defina L de la siguiente forma: 

L = {(a,6)GNxN:ay6 son primos relativos.} 

Defina dos funciones U,D : L -> L por U(a, b) = (a + b, b) y D(a, b) = (a, a + 6), para todo 
(a, b) G L. 

(i) Muestre (1,1) 0 J7(L) y (1,1) $ D{ L). 

(ii) Mustre U((a, b)) / (a, b) y D((a, b)) / (a, b) para todo (a, b) G L. 

(iii) Muestre U y D son ambas inj^ectivas. 

(iv) Muestre U( L) n D( L) = 0. 

32. Sean / : A —> B una funcion nryectiva yP,QC A. Muestre f*(P — Q) = f*(P) — 

33. Sea / : A —^ B una funcion. 

(i) Muestre / es inyectiva si y solo si E = /*(/*(£)), para todos los subconjuntos E C A. 
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(ii) Muestre / es sobreyectiva si y solo si F = f*(f*(F)), para todos los subconjuntos F C B. 

34. Sean / : A —>• B y g : B —>• A funciones. 

(i) Suponga que / es sobreyectiva, 3 ^ que g es una inversa a derecha de /. Muestre que g es 
inyectiva. 

(ii) Suponga que / es inyectiva, y que g es una inversa a izquierda de /. Muestre que g es 
sobreyectiva. 

(iii) Suponga que / es biyectiva, y que g es la inversa de /. Muestre que g es biyectiva. 

35. Sean / : A —>• B y g : B -» C funciones. 

(i) Muestre que si g o / es inyectiva, entonces / es inyectiva. 

(ii) Muestre que si g o / es sobre 3 'ectiva, entonces g es sobreyectiva. 

(iii) Muestre que si g o / es biyectiva, entonces / es inyectiva y g es sobreyectiva. 

(iv) Encuentre un ejemplo de funciones f : AB y g : B > C tales que g o f sea biyectiva, 
pero / no es sobreyectiva y g no es inyectiva. 

36. Sea / : A -» B una funcion. Muestre que / es sobre 3 ^ectiva si y solo si B — /*( X ) C f*(A — X), 
para todo X C A. 

37. Sea h : X —>■ Y una funcion. Muestre que h es inyectiva si v solo si h*(AnB) = h*(A)nh*(B), 
para todo A,BCX. 

38. Sea / : A —>■ B una funcion. Defina F : A^(A) —>■ tP(B) como F(X) = f*(X), para todo 
X C A y G : iP(B) —> SA{A) como G(Y) = f*(Y ), para todo Y C B. 

(i) Muestre que F es sobreyectiva si y solo si / es sobreyectiva. 

(ii) Muestre que F es inyectiva si y solo si / es inyectiva. 

(iii) Muestre que G es sobreyectiva si y solo si / es inyectiva. 

(iv) Muestre que G es inyectiva si y solo si / es sobreyectiva. 

(v) Muestre que F es biyectiva si y solo si G es biyectiva si y solo si / es biyectiva. 

(vi) Suponga que / es biyectiva. Muestre que F y G son inversas una de la otra. 

39. Sean / : A -> B una funcion, D C A y T C B. 

(i) Muestre que no siempre se tiene que f*(T) C D , implica T C /*(D) 

(ii) Muestre que si / es sobreyectiva, entonces se tiene que f*(T) C D, implica T C f*(D). 




Capftulo 5 


Relaciones. 


5.1. Conceptos Fundament ales. 


La teoria sobre relaciones es fundamental en las bases de la Matematica, a pesar de que Aristoteles 
mencionaba la palabra relation y los matematicos medievales hablaron de manera mas extensa sobre 
estas, solamente en el siglo XIX Bertrand Rusell y Alfred Whitehead definen de manera precisa lo 
que es una relation y lo hacen en su famoso trabajo “Principia Mathematica”. En el lenguaje comun 
decimos que hay una relation entre dos cosas si existe alguna conexion entre ellas. Por ejemplo, 
podemos pensar que las personas esten relacionadas si ellas tienen el mismo color de ojos o el mismo 
color de cabello. En matematicas a veces relacionamos tambien objetos, por ejemplo, entre numeros 
tenemos las relaciones < 6 < 6 =; o entre conjuntos las relaciones C 6 C 6 = . En este capitulo 
estudiaremos las ideas basicas sobre relaciones y despues definiremos un tipo de relation muy especial 
que llamaremos de equivalencia. 

De manera similar a las funciones, definimos relaciones como conjuntos de parejas ordenadas. 

Definicion 5.1 (Relacion). Sean A y B conjuntos. Decimos que R es una relacion de A en B si R 
es un subconjunto AxB. Si a^Ayb&B, decim.os que a esta relacionado con b, lo cual denotamos 
por aRb , si (a, b) G R. La notacion aRtb significa que a no esta relacionado con b. Una relacion de 
A en A es llam.ada simplemente una relacion en A. 

Ejemplo 5.2. 1. Sean A = {a,b},B = {x,y,z}. Podemos definir la siguiente relacion, R = 

{(a,x), (a,y), (6, z)}, note que aRx,aRy ybRz. 

2. Los si'mbolos <, <, = representan relaciones entre numeros reales. 

3. Los si'mbolos C, C, = representan relaciones entre conjuntos. 

4- Dada cualquier juncion f : A B representa una relacion donde aRb si y solo si f(a) = b. 

5. En Z tenemos, por ejemplo, la relacion x divide a y, es decir, xRy si y solo si x\y. 
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Definicion 5.3 (C'lases). Sean A y B conjuntos no vacios, y R una relacion de A en B. Para cada 
x G A definimos la clase de x con respecto a R, denotada por i?[x], como el conjunto 

R\x\ = {y G B : xRy}. 

Ejemplo 5.4. 1. Sean A = {a, 6}, B = {x, y, z } y definamos R = {(a, x), (a, y), (b , z)}, entonces 

tenemos que i?[a] = {x, y} y R[b] = { z }. 

2. Para la ya conocida relacion < en M tenemos por ejemplo que < [x] = (x,oo) y para <, se 
tiene < [x] = [x,oo). 

3. Si consideramos en Z la relacion x\y, entonces la clase de x es |[x] = {y G Z : 3m G 
Z tal que y = mx} = {todos los multiplos de x}. 

En estos ejemplos hemos visto que 

■ Una clase puede ser vaci'a. 

■ Una clase R[x] no tiene que c.ontener a x. 

■ Dos clases pueden intersectarse, por ejemplo en la relacion <. dada en el ejemplo anterior, se 

tiene < [1] n < [2] = (l,oo) n (2,oo) 0. 

Definicion 5.5 (Dominio y Rango). Sea R una relacion de A en B. El dominio de R, denotado por 
dom(i?), es definido como 

dom(ii) = {x : existe y tal que (x,y) 6 i?}. 

El rango de R, denotado como ran (R), es definido como 

ran (R) = {y : existe x tal que (. x,y ) G R}. 

Ejemplo 5.6. Sea R la relacion definida en el conjunto de los numeros reales por xRy si y solo si 
x 2 + y 2 = 1. Graficamente R es un circunferencia de centro en el origen y radio 1. En este caso es 
fac'd ver que dom(i?) = {xGM:— 1 < x < 1} y ran (R) = {yGM: —1 < y < 1}. Probaremos 
la prim,era igualdad, la segunda es dejada como ejercicio al lector. Para eso tome x G dom(i?), 
entonces existe un numero real y tal que (x, y) G R , luego x 2 + y 2 = 1, entonces 0 < x 2 = 1 — y 2 , de 
lo que podem.os concluir que —1 < y < 1. Como x 2 = 1 — y 2 , tambien se obtiene que —1 < x < 1. 
Lo que muestra que dom(ii) C{xGM:— 1<x<1}. Para mostrar la otra contenencia suponga 
que x €. M. y —1 < x < 1. Ahora defina y := 1 — x 2 , como — 1 < x < 1 se tiene que y es un 
numero real y es claro que x 2 + y 2 = 1, lo que implica (x,y) G R, luego x G dom(i?). Por tanto 
{x G K : -1 < i < 1} C dom(i?). 

Definicion 5.7 (Relacion Identidad). Sea A un conjunto. La relacion identidad en A , denotada por 
I A, es definida como 

I A = {(x, x) G A x A}. 

Ahora analizaremos ciertas relaciones especiales. 
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Definicion 5.8. Sea A un conjunto no vacio y sea R una relation en A. Entonces, 

1. R es reflexiva si y solo si xRx, para todo x £ A. 

2. R es simetrica si y solo si xRy implica que yRx, para todo x,y £ A. 

3. R es transitiva si y solo si xRy y yRz implica que xRz, para todo x,y,z £ A. 

4■ Si R es reflexiva, simetrica y transitiva, se dice que R es una relation de equivalencia. 

5. R es antisimetrica si y solo si xRy y yRx implica que x = y, para todo x,y £ A 

Ejemplo 5.9. 1. La relation C en una familia de conjuntos es reflexiva, transitiva y antisime¬ 

trica, pero no simetrica. En efecto, por parte (4) del Teorema 3.12 se tiene que A C A, para 
todo conjunto A, luego C es reflexiva. Si ACByBCC, por parte (6) del Teorema 3.12 se 
obtiene que A C C, lo que implica que C es transitiva y si A C B y B C A, por parte (5) del 
Teorema 3.12 se obtiene que A = B, lo que implica que C es antisimetrica. Para ver que C 
no es simetrica note que A = {1,2} y B = {1, 2, 3} son conjuntos tales que A C B, pero no es 
cierto que B C A. 

2. La relation <enM.es reflexiva, transitiva y antisimetrica, pero no es simetrica. En efecto, es 

claro que a < a, para todo a £ M, por tanto < es reflexiva. Si a < b y b < a, tam.bien sabemos 

que eso implica que a = b, por tanto < es antisimetrica. Si a < b y b < c, sabemos que eso 

implica que a < c, por tanto < es transitiva. Para ver que no es simetrica, note que 1,2 £ M 
y 1 < 2, pero no es cierto que 2 < 1, asi que < no es simetrica. 

3. La relation < en M es solo transitiva, demostrar este hecho queda como ejercicio al lector. 

4- Sea A = {1, 2, 3}, R± = {(1, 2), (2,1), (1, 3), (3,1)} es simetrica, pero no es reflexiva ni transi¬ 
tiva. R -2 = {(1,1), (1, 2), (2, 2), (3, 3), (3,1)} es reflexiva, pero no es simetrica y tampoco tran¬ 
sitiva. La prueba de las py'opiedades de R\ y R 2 enunciadas anteriorment | es m.uy tediosa y 
por tanto son dejadas como ejercicio al lector. 

Definicion 5.10 (Relation Inversa). Sea R una relation de A en B. La inversa de R, denotada por 

R 1 . se define como 

R ~ l = {( x ,y) ■ (y,x) £ R}. 

Es claro que R~ l C B x A y que (x, y) £ Rsi y solo si (■ y , x) £ R. 

Ejemplo 5.11. Si R es la relation en los numeros reales definida por xRy si y solo si x < y, 

entonces R~ l es una relation definida en los numero reales como xR~ l y si y solo si y < x. 

La prueba del siguiente teorema es dejada como ejercicio al lector. 

Teorema 5.12. Sea R una relation en un conjunto A. Entonces 

1. Si R es reflexiva en A, entonces R~ 1 es reflexiva en A. 

2. Si R es simetrica en A, entonces R~ 1 es simetrica en A. 
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3. Si R es transitiva en A, entonces Res transitiva en A. 

4- Si R es antisimetrica en A, entonces Res antisimetrica en A. 

Definicion 5.13 (Composition). Sean S una relacion de A en B y R una relacion de B en C. La 
composicion de R con S, denotada R o S, es definidad como 

Ro S = {(x,z) : existe y tal que [xSy A yRz}}. 

Ejemplo 5.14. Sean A = {1,2, 3}, B = {a, b, c} y C = {a, /3, 7 } y considere S = {(1, a), (2, 6 ), (3, c)}, 
R = {(a, a), ( b, f3 ), (c, 7 )}. Entonces, S es una relacion de A en B y R es una relacion de B en C. 
La pareja ordenada (1 ,a) es un miembro de Ro S porque (l,a) G S y (a, a) £ R. Es fdcil ver que 

Ro S = {(l,a), (2,/3), ( 3 , 7 )} y SoR = 0 . 

Teorema 5.15. Sean R, S y T relaciones en un conjunto A. Entonces 

1. {RoS)oT = Ro(SoT). 

2. {R- 1 )- 1 = R. 

3. La°R = RoIa = R- 

4. (R 0 S )- 1 = S~ 1 oR~ 1 . 

Prueba: Solo haremos algunas de las pruebas y las restantes seran dejadas como ejercicio al lector. 

1. 

(i,j/)e(fioS)oTf>(]z) [( x , z)eT A (z, y) G (Ro 5)] 

•H- (3 z)(3 w)[{x, z) G T A (z, w) G S A (w, y) G R] 

•H- (3 w)( 3 z)[(x, z) G T A (z, w) G 5 A (tc, y) G i?] 

G7 (3 tc)[(a:, w) £ (S o T) A (w, y) G 1?] 

G7 (x, y) G R o (S o T). 

2. (x,y) G (i ? -1 ) -1 G7 (y,x) G i ? _1 G7 (x, y) G 1?. □ 

Ahora que ya definimos la inversa de una relacion podemos relacionarla con los conc.eptos de 
dominio y rango. 

Teorema 5.16. Sean S y T relaciones, entonces 

1. dom(iS') = ran(S ,_1 ). 

2. ran(S’) = dom(5'~ 1 ). 

3. dorn(,S oT) C dom(T). 

4■ ran(S’ oT)C ran(S’). 
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Prueba: Solo haremos algunas de las pruebas y las restantes seran dejadas como ejercicio al lector. 


1. x G dom(S) (3 y)[{x,y) G 5] <->■ (3 y)[(y,x) G S '] Hie ran(S' x ). 


3. x G dom(S o T) f> (3 y)[{x, y) £ {S ° T)] «-)• (3 y)( 3 z)[{x, z) G T A (z, y) G S] 

—> (3 z)[{x, z) G T] <R- x G dom(T). □ 

La prueba del siguiente corolario es dejada como ejercicio al lector. 

Corolario 5.17. Sean S y T relaciones. Si ran(T) C dom(S'), entonces dom(5 o T) = dorn(T). 


5.2. Relaciones de Equivalencia 


Recordemos la definicion de relation de equivalencia. 

Definicion 5.18. Sean A un conjunto y ~ una relacion en (o sobre) A. Decimos que ~ es una 
relacion de equivalencia si ~ es reflexiva, simetrica y transitiva. 

Ejemplo 5.19. 1. Sea n GN . Si a,b G Z, decimos que a es congruente con b m.odulo n, denotado 

a = b{mod n), si existe k G Z tal que a — b = kn. Es jacil ver que = {mod n ) es una relacion de 
equivalencia. En efecto, si a G Z es claro que a — a = 0 = On, lo que im.plica que a = a(mod n) 
y por tanto = {mod n ) es reflexiva. Suponga que a = b{m.od n), entonces existe k G Z tal que 
a — b = kn, luego b — a = —kn y como —k G Z se tiene que b = a{mod n), lo que implica 
que = {mod n) es simetrica. Finalmente, suponga que a = b{mod n) y b = c{mod n), entonces 
existen k,m G Z tales que a — b = kn y b—c = mn, despues de sum.ar las dos ultimas igualdades 
se obtiene que a — c = {k + m)n y como k + m G Z se llega a que a = c{m.od n) y por tanto 
= {mod n) es transitiva. 

2. La igualdad entre elementos de M es una relacion de equivalencia. 

3. La relacion de semejanza en triangulos, en el conjunto de todos los triangulos, es una relacion 
de equivalencia. 

4- Tener la misma edad, en el conjunto de todas las personas de un pais, tambien es una relacion 
de equivalencia. 

Definicion 5.20. Sean A un conjunto no vaci'o y ~ una relacion de equivalencia en A. Considere x G 
A , la clase de x con respecto a ~ son llam.adas clases de equivalencia y seran denotadas simplemente 
por [x\. 

Definicion 5.21 (Conjunto Cociente). El conjunto cociente de A por la relacion ~ es el conjunto de 
todas las clases de equivalencia de A, con respecto a ~ . Lo denotaremos por Aj mas exactamente, 


A/ ~ = {[x] : x G A}. 
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Ejemplo 5.22. Sea P el conjunto de todos los estudiantes de la universidad. Sea ~ la relacion en 
P dada por 

x ~ y si y solo si x e y tienen el mism.o apellido. 

Claramente ~ es una relacion de equivalencia. Cada clase de equivalencia corresponde a un apellido 
[Perez], [Tejada], [Jimenez], [Banquet],... Luego 

PI r^j {[Perez], [Tejada], [Jimenez], [Banquet], ...}. 

Teorema 5.23. Sea A un conjunto no vaci'o y sea ~ una relacion de equivalencia en A. 

1. Para todo x G A, se tiene que [x] / 0. 

2. Sean x,y G A. Si x ~ y, entonces [x] = [y\. Si x y, entonces [x] n [y\ = 0 
3- UisaN = A. 

Prueba: Si ~ es una relacion de equivalencia, entonces ~ es reflexiva, simetrica y transitiva. 

1. Sea x G A. Como x ~ x, entonces x G [x], lo que termina la prueba. 

2. Sean x,y G A. Supongamos que x ~ y. Veamos que [x] = [y] es decir, veamos que [x] C [y] y 
[y\ C [x]. Sea z G [x], entonces x ~ z, como x ~ y, entonces y ~ x (propiedad de simetria), 
luego y ~ z (propiedad de transitividad), asi que z £ [y]. De forma similar se prueba la otra 
contenencia, por tanto [x] = [y\. 

Ahora supongamos que x oo y y veamos que [x] n [y\ = 0. Razonemos por contradiction y 
supongamos que [x] n [y\ / 0. Luego existe z G [x] n [y\. Es decir, z G [xj y z G [y]. Entonces 
X ~ u y y ~ z. Por simetria z ~ y luego aplicando la propiedad transitiva x ~ y, lo cual es 
absurdo, pues va en contra de la hipotesis initial. Por tanto [x] n [y] = 0. 

3. Veamos que U x ^a[x\ = A. 

“C” Como para cada x G A, [x] = {z G A : x ~ z}, entonces [x] C A, para todo x € A, 
consecuentemente U x &a[x\ C A. 

“D” Sea z € A, veamos que z G U^g^x]. En efecto z G [z] pues z ~ z (reflexividad), luego si 
x = z, tenemos ciue existe x G A tal que z G [x], luego z G U^g^x]. □ 

Corolario 5.24. Sean A un conjunto no vacio y ~ una relacion de equivalencia en A. Considere 
x,y G A. Entonces [x] = [y] si y solo si x ~ y. 

Definicion 5.25. Sea A un conjunto no vacio. Una particion de A es una coleccion PA de subcon- 
juntos no vacios de A tales que: 

1. P Cl Q = 0 cuando P,Q G D y P / Q. 

2. Upe^> P = A. 

Corolario 5.26. Sean A un conjunto no vaci'o y ~ una relacion de equivalencia en A. Entonces 
A/ ~ es una particion de A. 
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5.3. Ejercicios 

1. Para cada una de las siguientes relaciones en Z, encuentre R[ 3], R[— 3] y i?[6] 

(i) Sea R la relacion dada por aRb si y solo si a = \b\, para todo a, 6 G Z. 

(ii) Sea R la relacion dada por aRb si y solo si a\b, para todo a, G Z. 

(iii) Sea R la relacion dada por aRb si y solo si b\a, para todo a, 6 G Z. 

(iv) Sea R la relacion dada por aRb si y solo si a + b = 7, para todo a, 6 G Z. 

(vi) Sea R la relacion dada por aRb si y solo si a — b G Q, para todo a, b G M. 

(vii) Sea R la relacion dada por aRb si y solo si ab > 0, para todo a, b G M. 

2. Defina la siguiente relacion sobre ^(N), XRY si X n Y ^ 0 . Determine si R es reflexiva, 
simetrica o transitiva. 

3. Para cada una de las siguientes relaciones en IR 2 , de una description geometrica de £[(0,0)] y 
£[(3,4)]. 

(i) Sea £ la relacion dada por (x, y)S(z, w) si y solo si y = 3w, para todo (x, y ), (z, w) G M 2 . 

(ii) Sea £ la relacion dada por ( x,y)S(z,w ) si y solo si x 2 + 3 y 2 = 7 z 2 + w 2 , para todo 
(x,y), ( z,w ) G M 2 . 

(iii) Sea £ la relacion dada por (x, y)S(z , w) si 3 ^ solo si x = z 0 y = w, para todo (x, y), (z, w) G 
M 2 . 

4. Considere la relacion definida en Z x Z, corno (x, y)R(z , w) si x + y = z + w. 

a) Determine si R es reflexiva, simetrica 0 transitiva. 

b) Hallar R[( 1,1)]. 

c) Calc.ular el espacio cociente de Z x Z /R. 

5. Considere la relacion definida en RxR, como (x, y)R(z, w ) si xy = zw. 

a ) Determine si R es reflexiva, simetrica 0 transitiva. 

b) Hallar R[( 1,1)]. 

c) Hallar R[(0,0)]. 

d) Calcular el espacio cociente delxR/fi. 

6 . Pruebe el Teorema 5.12. 

7. Termine de probar el Teorema 5.15. 

8 . Termine de probar el Teorema 5.16 

9. Pruebe el Corolario 5.17. 

10. Sea A = {1,2,3}. ;.Es cada uno de las siguientes relaciones en A reflexiva, simetrica 0 transi¬ 
tiva? 
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(i) M = {(3,3), (2, 2), (1,2), (2,1)} 

(ii) TV = {(1,1), (2, 2), (3, 3), (1,2)} 

(iii) 0 = {( 1 , 1 ), ( 2 , 2 ), ( 1 , 2 )} 

(iv) P = {(3,3), (2, 2), (1,1)} 

(v) Q = {( 1 , 2 ), ( 2 , 1 ), (1,3), (3,1), (1,1)} 

(vi) R = {(1, 2), (2, 3), (3,1)} 

(vii) T = {(1,1), (1, 2 ), ( 2 , 2 ), ( 2 , 3), (3,3), (1, 3)} 

11 . ^Es cada una de las siguientes relaciones reflexiva, simetrica y/o transitiva? 

(i) Sea S la relation en M dada por xSy si y solo si y = |x|, para todo x, y G M. 

(ii) Sea D la relation dada por aDb si y solo si a\b, para todo a,b £ Z. 

(iii) Sea T la relation en Z x Z definida por ( x,y)T(z,w ) si 3 ^ solo si (x,y) y (z,w) estan 
ambos en una linea en M 2 con pendiente un entero, para todo (x, y), (z, w) G M 2 . 

12. Muestre que la relation = (mod n) es una relation de equivalencia en Z. Encuentre [23], [15] \ r 
[14] cuando n = 12 

13. Encuentre el dominio y el rango de cada una de las siguientes relaciones. 

a) Para todo x,y G M, xRy si y solo si |x| = |y|. 

b) Para todo x,y G M, xRy si y solo si x = \y\. 

c) Para todo x, y G M, xRy si y solo si x + y = 1. 

d) Para todo x,y G M, xRy si y solo si [xj = [yj. 

e) Para todo x,y G N, xRy si y solo si x\y. 

14. Constru} r a una relation R en el conjunto A = { 1 , 2, 3} tal que satisfaga las condiciones dadas 

a) R es reflexiva en A pero no simetrica. 

b) R es simetrica pero no reflexiva en A. 

c) R es simetrica pero no transitiva. 

d) Re s transitiva pero no simetrica. 

15. Sean R, S y T relaciones en un conjunto A. Pruebe cada una de las siguientes afirmaciones. 

a) R es simetrica si y solo si R = R~ l . 

b) RA R~ l es simetrica. 

c) R es reflexiva en A si y solo si I a C R. 

d) R es antisimetrica si y solo si Rf) i? _1 C Ia- 

e) Re s transitiva si y solo si R o R C R. 

16. Sean R y S relaciones en un conjunto A. Pruebe 0 de un contraejemplo para cada una de las 
siguientes afirmaciones. 
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a) Si R y S son reflexivas en A, entonces R U S es reflexiva en A. 

b) Si R y S son simetricas, entonces RU S es simetrica. 

c) Si R y S son transitivas en A, entonces R U S es transitiva. 

d) Si R y S son antisimetricas, entonces RU S es antisimetrica. 

e) Si R y S son reflexivas en A, entonces R n S es reflexiva en A. 

f) Si R y S son simetricas, entonces Rn S es simetrica. 

g) Si R y S son transitivas en A, entonces Rn S e s transitiva. 

h) Si R y S son antisimetricas, entonces Rn S es antisimetrica. 

i) dom(i? U S') = dom(i?) U dom(5). 

j) ran(i? U S) = ran (R) U ran(S'). 

k) dom(i? n S) = dom(i?) n dom(5). 

l) dom(i?) — dom(5) C dom(i? — 5). 

m) ran(i?) — ran(5) C ran(i? — S ). 

17. Sean G, H y J relaciones en un conjunto A. Pruebe que. 

a) (H U J) O G = {H O G) U (J O G). 

b) G o (H n J) C (G o H) n (G o J). 

c) (G-H)- 1 = G~ 1 -H~ 1 . 

d) (G o H) - (G o J) C G o (H - J). 

e) (G U H)~ l = G~ l U H~ l . 

f) (G n H)~ l = G-'nH- 1 . 

18. Sea & una particion del conjunto A. Defina la relacion Q en A por xQy si y solo si existe un 
conjunto B 6 8P tal que x,y £ B. Pruebe cada una de las siguientes afirmaciones. 

a) La relacion Q es reflexiva en A. 

b) La relacion Q es simetrica. 

c) La relacion Q es transitiva. 

d) A/Q = &>. 




Capftulo 6 


El Sistema de Numeros Reales 


Hasta aqui hemos utilizado los numeros reales de manera intuitiva, basicamente se han usado 
las propiedades aprendidas en nuestros cursos de secundaria tales como conmutatividad, asocia- 
tividad, existencia de neutros y otras, pero en realidad no hemos definidos los numeros reales de 
manera rigurosa. Hay varias formas de c.onstruir “el” sistema de los numeros reales, por ejemplo, 
comenzando con los numeros naturales podemos definir los enteros v luego los numeros racionales 
de forma algebraica, y finalmente podemos construir los numeros reales como clases de equivalencia 
de sus sucesiones de Cauchy de numeros racionales. Tambien es posible usar c.ortes de Dedekind, 
los cuales son ciertos subconjuntos de numeros racionales. Otra posibilidad es comenzar con una 
rigurosa axiomatizacion de la Geometria Euclidiana y entonces definir el sistema de numeros reales 
geometricamente. Por cuestiones de simplicidad v rapidez en este libro hemos decidido introducir 
los numeros reales de manera axiomatica, esto es, aceptaremos como verdaderas varias reglas basi- 
cas (los cuales llamaremos axiomas) y a partir de estos axiomas deduciremos todas las propiedades 
algebraicas que conocemos sobre los numeros reales. Como es bien conocido existe un teorema de la 
matematica avanzada que dice que existe un solo campo ordenado complete, aceptando la veracidad 
de este teorema (cuya prueba se escapa a los objetivos de este libro) hemos decidido definir primero 
los numeros reales y despues hacer toda nuestra teorla sobre campos ordenados completos, lo cual 
creemos no causara muchos inconvenientes al lector. 


6.1. Axiomas de un Campo Ordenado 


Notaremos el conjunto de los numeros reales por M y aceptaremos que en el existe una relation 
de equivalencia designada por = . Ademas, asumiremos como axiomas, esto es, sin dar una prueba, 
las siguientes propiedades simples de los numeros reales. 


A Axiomas de Campo: Existen funciones + y • definidas en IxR, las cuales satisfacen las 
siguientes propiedades: 
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I. (C’lausurativa) La suma x + y y el producto x • y de cualquier dos numeros reales x e y. son 
ellos mismos numeros reales. En simbolos 

(Vx, y G M)(x + y 6 M A x ■ y € R) 

II. (Conmutativa) (Vx, yeM)(x + y = y + x A x • y = y ■ x) 

III. (Asociativa) (Vx, y, z G M)[(x + y) + z = x + (y + z) A (x • y) • z = x ■ (y ■ z)] 

IV. (Existencia de elementos neutros) 

(a) Existe un numero real que denotaremos 0 y llamaremos “cero” , tal que para todo x G M, 
x + 0 = x. 

( b ) Existe un numero real que denotaremos 1 3 ^ llamaremos “ 11110 ”. tal que 1 / 0 33 para todo 
x G M, x • 1 = x. En simbolos 

(30 €E M)(Vx € M)(x + 0 = x) 

(31 £K ,1 / 0)(Vx € M)(x • 1 = x) 

Los numeros 0 y 1 son llamados neutros para la adicion y multiplicacion, respectivamente. 

V. (Existencia de inversos) 

(а) Para todo numero real x, existe un numero real, denotado —x, tal que 

x + (—x) = 0 . 

( б ) Para todo numero real x, distinto de 0, existe un numero real denotado x -1 , tal que 
x • x _1 = 1. En simbolos: 

(Vx e M.) (3 — x 6 M)[x + (—x) = 0] 

(Vx eR,x/ 0)(3x ^ 1 € M)(x • x ^ 1 = 1) 

Los numeros — x y x _1 son llamados, respectivamente, el inverso aditivo (0 el simetrico) 3 ^ el 
inverso multiplicativo (0 reciproco) de x. 

VI. (Distributiva) (Vx, y, z G M) [x • (y + z) = x ■ y + x • z]. 

NOTACION: Frecuentemente denotaremos x • y por xy 


El siguiente teorema muestra c|ue las identidades aditivas 3 ^ multiplicativas son unicas. 
Teorema 6.1. Sean x,a € M. 

(i) Si x + a = x, entonces a = 0. 

(ii) Si xa = x y x / 0, entonces a = 1. 
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Prueba: 

(i) Como i£R existe — x G M tal que x + (—x) = 0. De esta manera obtenemos 

a = a + 0 = a + [x + (— x)\ = (a + x) + (—x) = (x + a) + (— x) = x + (— x) = 0. 

(ii) Como x G M \ {0}, existe x G M tal que xx ” 1 = 1. Luego a = al = a(xx" 1 ) = ( ax)x~ 1 = 
(,xa)x _1 = xx _1 = 1 . □ 


El siguiente corolario nos muestra que nunca tenemos que 0 • x = 1, esta es la razon por la que 0 no 
tiene inverso multiplicative, y es consecuencia de que 0/1. 

Corolario 6.2. Sea x un numero real, entonces Ox = 0. 

Prueba: Como x + Ox = lx + Ox = (l + 0)x = lx = x, entonces por la parte (i) del teorema anterior 
tenemos que Ox = 0. □ 

El siguiente teorema muestra que los inversos aditivos y multiplicativos son unicos. 

Teorema 6.3. Sean x,y G M. 

(i) Si x + y = 0, entonces y = —x. 

(ii) Si xy = 1, entonces y = x ^ 1 

Prueba: 


(i) y = 0 + y = [x + (—x)] + y = [(—x) + x] + y = (—x) + (x + y) = -x + 0 = -x. 


(ii) 


Como 1/0, usando el Corolario 6.2 tenemos que x / 0. Entonces existe x 1 G M tal que 
xx ” 1 = 1. Luego y = ly = (xx~ l )y = (x _ 1 x)y = x~ l (xy) = x _1 l = x” 1 . □ 


Los axiomas de campo son suficientes para derivar todas las propiedades algebraicas de M, pero 
no lo describe completamente. El sistema de numeros reales tambien tiene una relation de orden, es 
decir un concepto de “menor que”. 

B Axiomas de Orden: Existe una relation < definida en R x R, la cual se lee menor que, y 
tiene las siguientes propiedades: 

VII. (Tricotomia) Para cualquier par de numeros reales x e y se tiene que una y solo una de las 
siguientes afirmaciones es cierta x<yoy<xox = y. 

VIII. (Transitividad) Si x,y,z son numeros reales, con x < y y y < z, entonces x < z. En simbolos 

(Vx, y, z G M)(x < y A y < z implica x < z). 
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IX. (Monotocidad de la adicion y multiplicacion) 

(a) (Vx, y,z £ R)(x < y implica x + z < y + z). 

(b ) (Vx, y, z £ R)(x < y A 0 < z implica xz < yz). 

Nota 6.4. Tambien se puede introducir en los reales una relacion de orden de la siguiente forma. 
Tome como axioma la existencia de un subconjunto propio no vacid de M, denotado P, el cual satisface 
lo siguiente: 

(i) 0 0 P. 

(ii) Si x £ M, entonces una y solo una de las siguientes afirmaciones es cierta x £ P, —x £ P 6 
x = 0 . 

(in) P es cerrado bajo las operaciones + y ■ de M, es decir si x,y £ P , entonces x + y £ P y 
x ■ y £ P. 

Con este connjunto P, una relacion de orden en M se define de la siguiente forma 

x < y si y solo si y — x £ P. 

Usando esta definicion, todas las propiedades de las desigualdades que conocemos para los nume- 
ros reales pueden ser obtenidas. En este libro hemos decidido hacer un abordaje diferente solo por 
cuestiones de simplicidad, se deja com.o ejercicio al lector mostrar que estos dos abordajes son equi- 
valentes. 

A continuation introducimos el concepto de campo, lo que nos permitira trabajar en un contexto 
mas general. 

Definicion 6.5. Un campo F es cualquier conjunto de objetos con dos operaciones (+) y (■), lla- 
m.adas usualmente adicion y m.ultiplicacion, definidas en F x F, provisto de que estas operaciones y 
objetos cumplen las seis propiedades dadas anteriormente (FVI). 

Si este conjunto esta tambien equipado con una relacion de orden (<) que satisface los axiomas 
adicionales (VIFIX), este es Ham,ado un campo ordenado. 

En particular M es un campo ordenado. C’uando hablamos de un campo en general, el termino 
“numero real” debe ser reemplazado por “elemento de F": Igualmente “0” y “1” deben ser interpretados 
como elementos de F. 

A continuation damos un ejemplo de campo diferente a M. 

Ejemplo 6.6. Considere F = {0,1} y las siguientes operaciones definidas en F 


Es fac'd ver que F es un campo con neutro para la suma 0 y para la multiplicacion es 1. 
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NOTACION: x > y significa y < x y x < y significa x < y 6 x = y; similarmente para x > y. 
Si x < y y y < z, escribiremos x < y < z. 

Definicion 6.7. Un elem.ento x de un campo ordenado F se dice no-negativo si x > 0, positivo si 
x > 0, no-positivo si x < 0 y negativo si x < 0. El elem.ento 0 no es positivo ni negativo. 


Los numeros 0 y 1 fueron introducidos en el Axioma IV, pero “oficialmente” no sabemos que 
significan los simbolos 2, 3, 4, .... etc., ya que estos no han sido definidos. Como la suma ya fue 
definida podemos usarla para definir los naturales paso por paso, como sigue : 

2 := 1 + 1, 3 := 2 + 1, 4 := 3 + 1, 5:=4+l, etc. 

Si este proceso se continua indefinidamente, obtenemos lo que llameremos el conjunto de los “Numeros 
Naturales”. Un proceso similar puede hacerse en un campo, entonces podemos hablar de “Numeros 
Naturales” en un campo c.ualquiera. La definicion exacta de los “Numero Naturales” sera dada 
posteriormente. 

Definicion 6 . 8 . Dados varios elementos a , b, c, d de un campo, se define 
a + b + c = (a + b) + c, a + b + c + d = (a + b + c) + d, etc. 

Similarmente se define para la multiplicacion. 


6.2. Operaciones Aritmeticas en un Campo 


Definicion 6.9. Dados dos elementos x e y de un campo, se define la diferencia entre x e y como: 

x - y := x + (-y), 

si y f 0 se define el cociente de x por y, como: 

x -i 

-:=x-y , 

y 

tambien denotado x/y. 

Nota 6.10. La division por 0 no esta definida, por tanto es inadmisible. 

Corolario 6.11. La diferencia x — y y el cociente x/y (y f 0) de dos numeros reales x e y son 
numeros reales (similarmente la diferencia y cociente de elementos de un campo en general). En 
simbolos: 

(Vx, y 6 M)(x — y € M) y (Vx, y e M, y f tf)(x/y G M) 

Corolario 6 . 12 . Si a , b, c pertenecen a un campo F, con a = b, entonces 

a + c = b + c y ac = be. 


En simbolos 


(Va,b,c € F)(a = b, implica a + c = b + c y ac = bc). 
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Prueba: Por propiedades de la igualdad tenemos que a+c = a+c. Como a = b podemos reemplazar 
a por b en la igualdad anterior y obtenemos que a + c = b + c. Similarmente ac = be. □ 

Corolario 6.13 (Ley de Cancelation). Si a,b,c£ F, entonces 

a + c = b + c implied a = b. 


Si adem.as, c / 0, entonces 

ac = be implied a = b. 

Prueba: Suponga que a + c = b + c, por Corolario 6.12, podemos sumar (—c) en ambos miembros 
de la ecuacion para obtener (a + c) + (—c) = (b + c) + (—c), usando la asociatividad y el hecho que 
c+ (—c) = 0, obtenemos a + 0 = b + 0, luego a = b. El otro caso sigue por un argumento similar. □ 

Teorema 6.14. Dddos dos elem.entos a y b de un edmpo F , siempre existe un unico elemento x G F 
tdl que a + x = b; este elemento es igudl d Id diferencid b — a. 

Si ademas, a / 0, existe tambien un unico elemento y G F tdl que ay = b; este elemento es igual al 
cociente b/a. En si'mbolos: 

(Va, b G F)(3!x G F)(a + x = b) 

(Va, b G F, a / 0)(3!y G F)(ay = b) 


Prueba: Considere a, b G F y defina x := b — a. Claramente x G F y sat is face la ecuacion a + x = b. 
En efecto, 

a + x = a + (b — a) = (b — a) + a = [b + (—a)] + a = b + [(—a) + a] = b + 0 = b. 

Entonces la ecuacion a + x = b, tiene por lo menos una solution dada por x = b — a. Veamos ahora 
que esa solution es unica. Supongamos que existe otra solution x' G F de la ecuacion a + x = b. 
Entonces a + x = bya + x' = b, luego a + x = a + x' , por Corolario 6.13 tenemos que x = x'. 
Por tanto las dos soluciones necesariamente coinciden. La prueba de la segunda parte es similar y 
es dejada como ejercicio al lector. □ 


Corolario 6.15. Para cualquier elemento x G F, tenemos 0 — x = —x. Si ademas, x 7^ 0, entonces 



x 


Prueba: Por la definition de resta y el Axioma IA r , tenemos que 0 —x = 0+(— x) = — x similarmente, 
1 

- = l- x 1 =x l . □ 

X 

Teorema 6.16 (Regia de los Signos). Sean a,b elem.entos de un campo F, entonces 


( i ) —a = (—1) • a 

(ii) —(—a) = a. En particular (—1)(—1) = 1. 
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(m) a(— 6 ) = (— a)b = —(ab) 

(■ iv ) (— a)(—b ) = ab 
(v) —(a — b) = b — a. 

Prueba: 

(i) Como o + (—1) • a = 1 • a + (—1) • a = [1 + (—1)] • a = 0 • a = 0, entonces por el Teorema 6.3 
(i) tenemos que (— 1 ) • a = —a. 

(ii) Como — a + a = 0, usando el Teorema 6.3 (i) tenemos que —(—a) = a. Ahora, por la parte (i), 
ya probada, tenemos que (— 1 ) • (— 1 ) = — (— 1 ) = 1 

(v) En este caso 

-(a - b ) =(—l)(a - b) = (—l)[a + (- 6 )] = (-l)a + (-l)(-6) = -a + [-(- 6 )] 

= — a + 6 = 6 + (—a) = b — a. 

El resto del teorema sigue de forma similar a lo hecho arriba y es dejado al lector completar los 
detalles. □ 

Teorema 6.17. Sean a, b elementos de un campo F. Si ab = 0, entonces a = 0 o b = 0. 

Prueba: Supongamos que ab = 0 y a ^ 0. Entonces existe a -1 £ F tal que a -1 a = 1. Luego 

6 = 1 - 6 = (a _1 a)6 = a~ 1 (ab) = a -1 0 = 0 . 

Lo que termina la prueba del teorema. □ 


6.3. Desigualdades en un Campo Ordenado y Valor Absoluto 

De aqui en adelante F es considerado un campo ordenado. 

Corolario 6.18. Si x es un elem.ento positivo de un campo ordenado F, entonces —x es negativo; 
y si x es negativo, entonces —x es positivo. 

Prueba: Suponga que x > 0, por axioma IX tenemos x + (— x) > 0 + (— x), luego 0 > —x. Por tanto 
—x es negativo. El resto de la prueba es dejada como ejercicio para el lector. □ 

Corolario 6.19 (Adicion y Multiplication de Desigualdades). Sean a,b,x, e y elem.entos de un 
campo F, tales que a < 6 y x < y, entonces 

a + x < 6 + y. 

Si ademas a,b,x e y son positivos, entonces a < b y x < y implican 


ax < by. 
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Prueba: Probaremos la segunda parte del corolario, la primera parte es dejada al lector. Como 
a < b y x > 0 , tenemos 

ax < bx. ( 6 . 1 ) 

De igual forma, como x < y y b > 0 obtenemos que 

bx < by. ( 6 . 2 ) 

Usando (6.1), (6.2) y aplicando transitividad obtenemos ax < by. □ 


Nota 6.20. Es suficiente en el corolario anterior que x,b sean positivos, si quitam.os esta hipotesis 
la desigualdad puede fallar por ejemplo —2 < 3 y —2 < 1, luego obtendriamos que 4 < 3 , lo cual es 
falso. 

Corolario 6.21. Sean x,y,a £ F. donde F un campo ordenado. Suponga que x < y y a < 0. 
Entonces ax > ay. 

Teorema 6.22. Sean F un campo ordenado y a,b £ F. 


(i) Si a / 0, entonces a ■ a > 0 y (—a ) -1 = —a 

(ii) Si a > 0, entonces a -1 > 0. 

(in) Si a > 0 y b > 0, entonces a ■ b > 0. 

(■ iv) Si a < b y a > 0, entonces b^ 1 < a -1 . 

(v) Si a < b y b < 0, entonces 6” 1 < a -1 . 


En particular 1 > 0. 


Prueba: 


(i) Suponga que a / 0, por tricotonn'a tenemos que a > 0 6 a < 0. Si a > 0, entonces multiplicando 
por o, obtenemos a-a > 0-a, luego a 2 > 0. Si a < 0, entonces por Corolario 6.18, —a > 0, 
entonces (—a)-(—a) > 0-(—a), por el Teorema 6.16 tenemos que a ■ a > 0, por tanto a 2 > 0. 
Ahora, como 1 / 0 y 1 • 1 > 0, entonces 1 > 0. El resto de la prueba de (i) es dejada como 
ejercicio al lector. 

(ii) Como a > 0, entonces a -1 / 0. Luego por (i) se tiene que aT^a -1 > 0, por tanto a-(a _ 1 -a _1 ) > 
0 • a = 0 . Asi, usando la asociatividad y el hecho que a ■ a^ 1 = 1 , tenemos que a -1 > 0 . 

(iv) Como ay b son positivos y la parte (ii) tenemos que a -1 ,^ 1 > 0. Usando la parte (Hi) se 
tiene que • a -1 > 0 . Ahora, como a < b, tenemos que 

(6 _1 • a -1 ) • a < (b~ 1 ■ a -1 ) • b. 

Por la asociatividad y conmutatividad llegamos a que b -1 • (a" 1 - a) < (b ■ 6 -1 ) • a -1 . De 
esta ultima desigualdad se deduce inmediatamente el resultado deseado. El resto de los items 
quedan como ejercicio al lector. □ 
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Definicion 6.23 (Valor Absoluto). Dado un elem.ento x de un cam.po F, definimos su valor absoluto, 


denotado |x|, como sigue si x > 0 , entonces \x 
compacta seria 



x; si x < 0, entonces \x\ = —x. En forma mas 

si x < 0 , 
si x > 0 . 


Teorema 6.24. Sean a y b elementos de un campo ordenado F. Entonces 


(i) Positividad: |a| > 0 y |a| = 0 si y solo si a = 0. 

(ii) Multiplicatividad: |a • b\ = |a| • \b\. Si ademds 6 / 0, entonces ||| 
(in) Simetria: \a — b\ = \b — a\. 

( iv ) —|a| < a < |a|. 

Prueba: 


I — I 
I b I ’ 


(i) Tenemos dos casos, si a > 0, |a| = a > 0 y si a < 0, entonces por Corolario 6.18, — a > 0 y 

como |a.| = —a, tenemos que \a\ > 0. En cualquier caso tenemos que |o| > 0. Ahora, si a = 0, 

es claro que |a| = 0. Suponga que |a| = 0, entonces por definicion ±a = 0. Como ±a = (± 1 ) •a 
y ±1 / 0 , tenemos que a = 0 . 

(ii) Ejercicio para el lector. 

(Hi) \a — b\ = |(— l)(b — a)| = | — 1| • \b — a| = 1 • \b — a| = \b — a\. 

(iv) Si a > 0, entonces \a\ = a; —|a| = —a < 0 < a, entonces —|a| < a < |a|. Si a < 0, entonces 

|a| > a y |a| = —a, entonces —|a| < a < |a|. □ 

Corolario 6.25. Para cualesquiera elementos x e y de un campo ordenado F , tenemos que 

|a:| < y si y solo si — y < x < y. 

Prueba: “=>” Supongamos que |a:| < y, por Teorema 6.24 (iv), tenemos 

x <\x\ < y , 

entonces x < y. Falta probar que x > —y. Como |x| < y. se tiene —y < —\x\ y de nuevo por Teorema 

6.24 (iv) se obtiene — y < — \x\ < x, asi que —y < x. Por tanto — y < x < y. 

“4=” Se deja como ejercicio al lector. □ 

Corolario 6.26. Sea F un campo ordenado. Si a,b G F, entonces 

(i) Desigualdad Triangular: |a + 6 | < |a| + |6| 
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(iii) |a| — |6| < |a ± b\ < |a| + \b\. 

Prueba: El item (iii) es dejado como ejercicio al lector. 

(i) Sabemos que — |a| < a < |a| y — \b\ < b < | 6 |, luego sumando estas dos desigualdades 
obtenemos 

~(\a\ + |6|) < a + b < |a| + |6|. 

Por tanto, usando el Corolario 6.25 se tiene que \a + b\ < |a| + \b\. 

(ii) Usando la desigualdad triangular tenemos que \a\ = \(a — b) + b\ < |a — b\ + \b\, entonces 

|a| — \b\ < \a — b\. (6.3) 

Si intercambiamos a por b en el argumento anterior tendremos que 

\b\ — |a| < \b — a| = | — (a — h)| = \a — b\, 

entonces 

— \a — b\ < |a| — \b\ (6.4) 

De (6.3), (6.4) y el Corolario 6.25, obtenemos el resultado deseado. □ 

Corolario 6.27. Considere dos elementos a y b de un campo ordenado F , tales que a < b, entonces 
existe un elemento x 6 F tal que a < x < b. 

Prueba: Defina x := \(a + b). Claramente x G F. Es facil probar que a < x < b. Los detalles son 
dejados al lector. □ 

Teorema 6.28. Sean x,y,a e F. donde F es un campo ordenado. 

(i) x < y + e para todo e > 0 si y solo si x < y. 

(ii) x > y — 6 para todo e > 0 si y solo si x > y. 

(iii) |a| < e para todo e > 0 si y solo si a = 0 . 

Prueba: 

(i) Suponga que x > y. Considere eo := x — y > 0. por hipotesis tenemos que 

x < y + e 0 = y + (x - y) = x, 

luego x < x, lo cual es absurdo. Por tanto x < y. Ahora, si x < y y e > 0, tenemos que 
x<x + e<y + e. 

(ii) x > y — e si y solo si x + e > y si y solo si y < x + e si y solo si y < x. 

(iii) |a| < e para todo e > 0 si y solo si |a| < 0 + e para todo e > 0 , si y solo si \a\ < 0 , si y solo si 

a = 0 . □ 
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6.4. Numeros Naturales e Induccion 


A1 final de la Section 6.1 se mostro como construir los numeros naturales 1,2,3,... comenzando 
con 1 y entonces adicionando 1 a cada numero precedente para obtener el siguiente. Este proceso 
tambien aplica a cualquier campo F y de esa forma se obtienen los llamados numeros naturales de 
F. El conjunto de tales elementos es denotado N. Notese que por la construction n + 1 G N siempre 
que n 6 N. Podemos mirar todo esto de otra forma. 

Definicion 6.29 (Conjunto Inductivo). Un subconjunto S de un campo F es llamado inductivo si 

( 1 ) 1 £Sy 

(2) para todo x 6 S, tenemos que x + 1 £ S. 

Un ejemplo de un conjunto inductivo es F. Tambien M + es un subconjunto inductivo de M. 

Definicion 6.30 (Numeros Naturales). Definimos el conjunto de los numeros Naturales en un campo 
F, denotado N, como la intersection de todos los subconjuntos inductivos de F, i.e., 

N = ("'){£' : S subconjunto inductivo de F} . 

Por tanto x € N x 6 S, para todo subconjunto inductivo S de F. 

Llamaremos numeros Enteros en un campo F, al conjunto 

Z := {k G F : k = 0, —k € N o' k € N}. 

Teorema 6.31. N es no vaci'o e inductivo. De hecho es el “m.enor” subconjunto inductivo de F (i.e., 
esta contenido en cualquier subconjunto inductivo de F). 

Prueba: Como 1 £ 5 para todo conjunto inductivo S C F, entonces 1 G N, lo que muestra que N 
es no vaeio. Sea x G N, por la definicion de N, tenemos que x esta en todo conjunto inductivo S, 
como S es inductivo se tiene que x + 1 € S, por tanto x + 1 G N. Ahora, sean S C F un subconjunto 
inductivo de F y x G N. Luego por la definicion de N, x G S. Por tanto NcS. □ 

El teorema anterior es usado frecuentemente para probar proposiciones generales en los numeros 
naturales, el procedimiento es el siguiente: Para probar que una formula o proposition p(n) vale para 
todo natural n, primero definimos un conjunto 

E := {n G N : p(n) es cierta}, 

luego verificamos que 1 £ £ es decir, mostramos que p(n ) es cierta para n = 1. Inmediatamente 
mostramos que rn G E implica m + 1 G E, esto es, si p(n) vale para algun valor n = m, entonces 
p(n) vale tambien para n = m + 1. Una vez esto se ha establecido lo que se ha probado es que E es 
un subconjunto inductivo de F, asi el Teorema 6.31 asegura que N C. E y como E CN, tenemos que 
E = N. Por tanto p(n) vale para todo n G N. Este metodo de demostracion es llamado Principio de 
Induccion Matematica (P. I. AL), el cual se formula de la siguiente forma: Si E C N tal que 1 G E 
y x G E implica x + 1 G E, entonces E = N. Este metodo de demostracion sera usado de aqui en 
adelante pata obtener algunas propiedades de lo numeros naturales. 
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Teorema 6.32. (i) Dado n G Z una y solo una de las siguientes afirmaciones se cum,pie n > 

0 , n < 0 6 n = 0 . 

(ii) n G N implica n > 1 

(Hi) Si n G N, entonces n — 1 = 0 on— 1 6 N 
(in) S? n G Z y n > 0, entonces n G N 
(n) «Si j)GZ, entonces p — 1 G Z 
(ni) Si m, n G N y m < n, entonces m + 1 < n 

Prueba: 

(i) Como F + es inductivo, entonces N C F + , es decir los numeros naturales son positivos. Por la 
definition de Z, dado n G Z una de las siguientes afirmaciones se cumple: n G N, —n 6 I 6 
n = 0; es decir n > 0, n < 0 6 n = 0. Ahora bien, la propiedad de Tricotomia implica que solo 
una de estas condiciones se puede cumplir para n G Z dado. 

(ii) Es claro que el conjunto E := {x G F : x > 1} es inductivo, por tanto N C E. 

(in) Defina £:={n€N:n-l = 0 6 n — 1 £ N}. Como 1 — 1 = 0, tenemos que 1 € E. Considere 
m G E, entonces m — 1 = 06 m— 1 G N. En el primer caso tenemos (m — 1) + 1 = 0+1 = 1 G N, 
pero (m — 1) + 1 = (m + 1) — 1, entonces (m + 1) — 1 G N. En el segundo caso m — 1 G N 
implica (m — 1) + 1 G N, por definicion de N. Luego en ambos casos (m + 1) - 1 G N, lo cual 
muestra que m + 1 G E. Lo que prueba que E es inductivo. 

(iv) Sea n G Z tal que n > 0. Por definicion de Z se tiene que n = 0, n G N 6 —n G N. Como n > 0, 
entonces n G N 6 —n G N. Si —n G N C F + tenemos que — n > 0, es decir n < 0, lo cual es 
absurdo, por tanto n G N. 

(v) Pueden ocurrir tres casos. Caso 1: p G N. Defina A := {k G N : k — 1 G Z}. Claramente 1 G A. 
Si k G A, entonces (k + 1) — 1 = k G N C Z, luego k + 1 G A y asi A es inductivo. Como p G N 
y N C A, entonces pGd, por tanto p — 1 G Z. 

Caso 2: — p G N. Como —(p — 1) = 1 — p = 1 + (—p) G N, tenemos que p-lGZ. 

Caso 3: p = 0. En este caso, p — 1 = 0 — 1 = — 1 G Z. En cualquier caso tenemos la conclusion 
deseada. 

(vi) En virtud de (ii) y (iv) es suficiente probar que n — m € Z. Para eso considere nGN fijo y 
defina B:={1 gN:h - k € Z}. Es claro que 1 G B. Si k G B, entonces fcGNyn — fcGZ, 
luego por (v) se tiene que n — k — 1 G Z, es decir, n — (k + 1) G Z. Asi k + 1 G B. Por lo tanto 
B es inductivo. Como m G N y N C B, entonces n — m G Z. Lo cual termina la prueba. □ 

Teorema 6.33. Si in y n son elem.entos naturales, tam,bien lo son m + n y mn. 

Prueba: Fijemos m G N y defina E := {k G N : m + k G N}. Como m G N y N es un conjunto 
inductivo, entonces rn +1 G N, lo cual significa que 1 G E. Supongamos que k G E, luego m + k G N. 
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Nuevamente, usando el hecho que N inductivo se tiene que (m + k) + l G N, entonces m+(k+ 1) G N, 
lo cual significa que k + 1 G E, lo que muestra que E es inductivo. La prueba de la segunda parte 
se deja al lector. □ 

La prueba del siguiente hecho sera dejada al lector. 

Proposicion 6.34. En un campo ordenado m,n £ N y m > n implied m — n G N. 

El siguiente c.orolario nos dice que entre dos naturales c.onsecutivos no puede haber otro natural, 
de hecho se puede probar que entre dos enteros consecutivos no existe otro entero, este hecho sera 
dejado como ejercicio al lector. 

Corolario 6.35. Si m < n < m + 1, entonces n £ N o m ^ N. 

Prueba: Suponga que m, n G N, entonces la hipotesis n > m implica que n — m G N, luego 
n — m>ly por tanto n > m + 1, lo cual contradice el hecho que n < m + 1. Esto termina la prueba 
del corolario. □ 

A continuation demostraremos el denominado Principio del Buen orden (P. B. O.) Antes de 
establecer el P. B. O. daremos la definition de elemento minimo de un subconjunto de un campo 
ordenado. 

Definicion 6.36 (Elemento Minimo). Sean F un campo ordenado, x G F y E C F. Decimos que x 
es un elemento mmimo de E si x & E y x < a para todo a G E. 

Es facil probar que un elemento minimo cuando existe es unico. 

Teorema 6.37 (Principio de buen orden). En un campo ordenado, cualquier subconjunto E de N 
no vacto tiene un elemento mmimo 

Prueba: Consideremos el conjunto 

A := {a G N : a < e para todo e G E}. 

El conjunto A tiene las siguientes propiedades: 

(i) IgA. Como 1 G N, 1 < e para todo e G N y E C N, entonces 1 < e para todo e G E. O sea que 
IgA. 

(ii) Existe x G N tal que x <£. A. (i.e., A / N) Como E no es vacio podemos escoger eo G E. Como 

1 > 0, tenemos que 1 + eo > eo y por tanto 1 + eo ^ A. Lo que prueba (ii). Ahora, usando (i) y 
(ii) podemos concluir que A no es inductivo y que existe xo G A tal que xq + 1 ^ A. Veamos que xq 
es elemento minimo de E. En efecto, como xq G A, entonces xq < e para todo e G E. Suponga que 
xo ^ E , entonces xo < e para todo e G E. Por Teorema 6.32 (v) tenemos que xo + 1 < e para todo 
e G E, es decir xo + 1 G A, lo cual es absurdo. □ 

Teorema 6.38 (Segunda Ley de Induction). Una proposicion p(n) vale para todo natural n en un 
campo ordenado si: 
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(*) Pi 1 ) vale, y 

(ii) si p(n) vale para todos los naturales n menores que algun m £ N, p(n) tambien vale para 
n = m. 

Prueba: Razonemos por el absurdo. Supongamos que p(n) falla para algun n £ N (llamenos a tal n 
“malo”). Definamos A = {k £ N : p(k) falla}. Por el Principio del Buen Orden A tiene un elemento 
mmimo. Sea tal mmimo m, entonces m es el menor natural para el cual p(n) falla. Lo que significa 
que para todo natural n menor que m p(n) es cierta (por (i) entre estos esta el 1). Pero entonces 
por la hipotesis (ii), p(n) tambien vale para n = m, lo cual es imposible ya que m es “malo” por 
construction. Esta contradiction muestra que no puede haber ningun n E N malo, lo cual prueba el 
teorema. □ 

Nota 6.39. En pruebas inductivas, el Teorema 6.31 se usa en m.uchas de ellas de la misma manera 
que el Teorema 6.38, pero este deja mas libertad en el paso (ii). En vez de asumir solo que p(m) es 
cierto, podemos asumir p( 1 ), p(2),...,p(m — 1 ) son ciertos. 

Una ley de induccion similar aplic.a para deficiones: Un concepto c(n) es mirado como definition 
para todo elemento natural de un campo ordenado F si 

(i) esta se ha definido para n = 1, y 

(ii) alguna regia o formula se da de tal manera que expresa c(n) en terminos de c(l), c( 2 ),..., c(n— 1 ) 
i.e., en terminos de c(k) con k < n o algunos de ellos. 

Tales definiciones son llamadas inductivas o recursivas. La admisibilidad de las definiciones recursivas 
puedo probar se de la misma manera como se hizo para las pruebas inductivas. A continuation damos 
algunos ejemplos de definiciones recursivas: 

Definicion 6.40. Dado un elemento x de un campo F y un niimero natural n G M, la n-esima 
potencia de x, denotada x n , se define como 

(i) x 1 = x y 
(ii) x n+1 = x n x. 

Si x 0, tambien se define x° = 1 y x~ n = (x n ) -1 . La expresion 0° permanece indefinida. 
Proposition 6.41. Sea F un campo. Si a,b £ F y m, n £ N C M, entonces 

(■ i) a m ■ a n = a m+n . 

(ii) (a m ) n = a mn . 

(Hi) (a ■ b) n = a n ■ b n . 
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Prueba: Ejercicio para el lector. 

Definicion 6.42. Para todo numero natural n, definimos recursivamente la expresion n\, lease n 
factorial, de la siguiente forma: 

(*) I' = 1 

(ii) n\ = n • (n — 1 )!, para n = 2 ,3,4,... 


Tambien se define 0! = 1. 

Definicion 6.43. La sum,a y el producto de n elementos X\,X 2 , ■■■,x n de un campo F, denotado por 

x\ + X 2 H- \rx n y x\ ■ X 2 ■ ■ ■ x n 


n n 

(0 E x k y n x k , respectivamente) son definidas recursivamente corno: 


k=\ 





l 

n 

/«-' \ 

Sum,as: 

(*) = xi 

(ii) ^2 x k = | 

+ x n , n = 2,3 


k= 1 

k= 1 

\fc=i / 


l 

n 

\ 

Productos: 

(i) \\x k = xi 

(a) x k = | 

X k ■X n , n = 2,3,. 


k= 1 

k= 1 

Vfc=i / 


n 

Nota 6.44. Si x\ = X 2 = • • • = x n = x escribiremos nx por E x k■ Observe que aqm n G M, 

k=l 

mientras que x £ F, entonces nx no es en general, el producto en F . Si F C M, nx coincide con el 
producto ordinario en M. 

Definicion 6.45 (n-tupla). Para cualesquiera objetos x\,X 2 , ■■■, x n la n-tupla ordenada (x\,X 2 , •••, x n ) 
se define como: 


(i) (xi) = x\ 

(ii) (xi,X2,....,x n ) = ((xi,X2,...,x n -i),x n ), n = 2,3,.. 


Tambien se puede definir el producto cartesiano 

Ai x A 2 x ■ ■ ■ x A n 

de n-conjuntos ast 

(*) n A k 

k =1 
n 

(a) n A k 

k= 1 


= A i, y 


n— 1 

0 A k ) x A n , n = 2,3, 
k =1 
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Definicion 6.46. Sean n,k enteros no negativos en M, con k < n, definimos los coeficientes bino- 


n 


miales por 

\k 


n 


n\ 


K k J k\(n — k)\' 

Teorema 6.47. Sean n, k numeros naturales tales que 1 < k < n. Entonces 


(i) 

(i) 


n \ n 
k-l) + \k 


€ N 


n + 1 
k 


Prueba: 


(0 


n 


k — l) ^ \ k) (k — l)!(n — (k — 1 ))! " i_ k\{n — k)\ 


n 


n\ 


+ 


n\ 


n\k n\(n — k + 1) n!(n + 1) 

(n — k + l)!/c! ^ (n — k + l)!fc! (n — k + 1)!/c! 
(n + 1)! (ra + 1)! (n + 1 N 


[n — k + l)\k\ (n+l — k)\k\ \ k 

( ii ) Definamos E = {n e N : (^) 6 N para todo k G N, 1 < k < n}. Veamos que E es inductivo. En 

/l\ 1! f rn\ 

efecto, como = -—— - = 1 e N, entonces 1 £ E. Supongamos que € N para todo 

VV (1 — l)!l! \kj 

k G N con 1 < k < m. Sea k G N tal que 1 < k < m+ 1, entonces ( J = ( 1 ) \ A; )' 

( 777 \ / 772 \ 

, ,1 G M, por propiedad 

k — \k J 

/ , -i \ 


( 777 ^ 

) = m + 1 6 
k 

m+ 1 


TYl H - 1^ 

clausurativa de N probada en el Teorema 6.33 se tiene que ^ ^ J GN para 1 < k < m + 1 . 

/ m + l\ 

= 1, en cuaiquier caso 

k ) 

□ 


\ / \ 

+ ^ eN. As! que E es inductivo lo cual prueba que E = N. 


Teorema 6.48. Sean a, b G M \ {0} y n un numero natural. Entonces 


k=0 V k 


(i ) (a + b) n = a " k b k (Formula Binomial) 


n—kuk— 1 


(ii) a n - 6 n = (a - 6) £ 
fc=i 




104 


Capitulo 6. El Sistema de Numeros Reales 


Prueba: 

(i) Sea E := {n G N : (a + b) n = Como = 1 = y a 0 = b° = 1 , 


k =o 


entonces (a + b) 1 = ^ (j.)a 1 es decir 1 G E. Supongamos que m € E, luego (a + b) m = 


k =0 


(™)a m k b k . Entonces 


k =0 


(a + 6) m+1 =(a + 6 )(a + b) m = (a + 6 ) ^ W a m " fc 6 fc 

fc=o ' ' 


k=0 


=a m+1 




fc =0 


m 


a m-fc 6 fc+l 


fc=l 

m 


m —1 


+ (T)a m ' fc+1 ^+ X] 


=a m+1 


fc =0 

m 


m 


+ H\l) am ~ k+lb k+ Yl 


=a 


k=l 
m 

m +1 _|_ ^ ^ a m—k+l^k 


k= 1 


m 

fc - 1 


=a m+1 


fc=l 

m 

+ £ 


m \ / m 

k + (k-l 


k 


-k^k+1 _|_ ^m+1 
^m—k+l^k _|_ ^ to +1 

+ 6 m+1 

m +1 


6 fc + 6 m+l = ^ 


fc=l v ' fc=0 

Por lo tanto m + 1 G E, lo que prueba que E es inductivo, asi que E = N. 


^ 1 \ „m— fc +1 / 

/c 


(**) 


a - 


6 ) a n ~ k b k ~ 1 =J2 a 




k=1 


n—k-\-l^k—l \ ^ „n—kuk 

k— 1 /c=l 


n—1 


+ ^ a n-fc+l ft fc-l _ _ b n 


=a + 2_^ a 
k =2 
n—1 


fc=l 


n—1 


=a n + a n - fc 6 fc - a n ~ k b k - b n = a n - b n . 


k=1 


k =1 


□ 


A continuation demostraremos algunas desigualdades importantes 
Ejemplo 6.49. Si a\, a, 2 , ■■■, a n G M + y a\a -2 ■ ■ ■ a n = 1, entonces a\ + 02 + • • • + a n > n. 


Prueba: Sea E = {n G N : 0102 ■ ■ ■ a n = 1 => aq + 02 + • • • + a n > n}. Si n = 1, entonces Gq = 1 
por tanto oq > 1. Luego 1 e B. Ahora, supongamos que k £ E entonces 0102 ■ • • = 1 implica 

ai + 02 + • • • + a/c > k. Veamos que k + 1 G E. Para eso supongamos que 0102 • • • OfcOfc+i = 1. 
Consideraremos dos c.asos: 

Caso 1: Si 01 = 02 = • • • = afc=Ofc + i = 1. Claramente ai+ • • • + 0 ^ + a^+i = k + 1 luego fc + lsL. 
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Caso 2 : Existe a,j / 1. Sin perdida de generalidad supongamos que cij > 1. Si a, > 1 para todo 
i = 1, 2, ...j — 1, j + 1, ...k + 1 entonc.es a\ ■ ■ ■ a^a^i > 1, lo cual es absurdo, entonces existe at < 1. 
De nuevo sin perdida de generalidad suponga que > 1 y < 1. Como ai • • • akOk+i = 1, por 
hipotesis inductiva aq+a2+ • • • +akak+i > k, luego 

a\+a 2 + ■ ■ ■ +ak+cik +1 > k — akCik+i + a k + a k +1 

Como ak > 1 y a/c+i < 1, se tiene que (a^+i — 1)(1 — a^) > 0, asi — 1 + > 0. Lo 

que implica que k — a^a^i + + a^+i > k + 1. Por tanto 

fll+0-2d‘ • • • +flfc+Qfc-|-i > k + 1, 

entonces k + 1 G E. Lo que prueba que E es inductivo. □ 

Ejemplo 6.50. Denote A n , G n y H n la media Aritmetica, Geometrica y Armonica, respectivamente, 
de n numeros reales positivos a\, a 2 ,..., a n . Mas especificamente, 

n 

1 1 1 

-1-b ••• H- 

a i a -2 a n 


A n — 


Q-l + ®2 + ... + flr 


n 


, G n — ' ' ‘ 0>n II l l)l — 


Muestre que H n < G n < A n . 


Prueba: Definamos Xk = 


^k 


yaia 2 


para k = 1, 2,.., n. Note que x\x 2 ■ ■ ■ x r 


anterior tenemos que x\+x 2 + ■ ■ ■ +x n > n. Luego 


1, por el ejemplo 


ai a 2 a n > 

\/a\a 2 ■ ■ ■ an yja\a 2 ■ ■ ■ a n y/a\a 2 ■ ■ ■ a n ~ 


Despejando obtenemos 

a± + a 2 + ■ ■ ■ + a n _ 

-> \ja\a 2 ■■■a n 

n 


yaia 2 ■ ■ ■ a n 

Luego A n > G n . Para la otra desigualdad, definamos Xj = -. Note que xi.x 2 ...x n = 1, 

aj 

luego por ejemplo anterior tenemos que x\-{-x 2 +... + x n > n. Es decir 


_/ i i 1 \ 

ya\.a 2 ...a n -1-I- ... 4-> n 

yoi a 2 a n J 


despejando obtenemos 


\Ja\a 2 ■■ - a n > -. 

Ill 

-I-b • • • H- 

a\ a 2 a n 

Por tanto G n > H n . Lo que muestra el resultado deseado. □ 




106 


Capitulo 6. El Sistema de Numeros Reales 


6.5. Enteros y Racionales. 

La definicion de los numeros enteros en un campo F fue dada anteriormente, en esta section esta- 
blecemos algunas propiedades adicionales de los numeros enteros y definimos los numero rationales. 
Los tres primeros resultados son dejados como ejercicio al lector. 

Lema 6.51. Si m,n € N en un campo F, entonces m — n G Z. 

Teorema 6.52. Si x,y son enteros en un campo F, entonces x + y y x ■ y tambien son enteros. 

Definicion 6.53. Sea x un elemento de un campo F con i / 0. Considere m G Z con m < 0. 
Definimos x m com.o 

x m := —. 
x~ m 

Proposicion 6.54. Sea F un campo. Si a,b e F + y m,n G Z, entonces 

(*) a m ■ a n = a m+n . 

(ii) (a m ) n = a mn . 

(in) (a ■ b) n = a n ■ b n . 

Ley de induccion para enteros: Sea p un entero fijo, una proposition P(n) vale para todo 
entero n > p, en un campo ordenado si 

(i r ) P(n) vale para n = p + 1. 

(ii 1 ) P(n) vale para todos los entero n tal que p < n < m, entonces P(n ) tambien vale para n = m 
(m € Z). 

Esta ley^ de induccion se prueba usando el Teorema 6.31 tomando n = x — p y notando que x — p se 
mueve a traves de todos los naturales cuando x > p y x £ Z. 

Definicion 6.55 (Racionales). Un elemento x de un campo F se dice racional si x = p/q para 
algunos p G Z y q 6 N. Al conjunto de racionales lo notaremos Q. En simbolos seria: 

Q := {p ■ q^ 1 : p € Z y q G N}. 

Es claro de las definiciones hasta aqui dadas que 

NcZcQCM. 

A continuation introducimos algunas leyes de composition interna de los numeros racionales v su 
prueba es dejada como ejercicio al lector. 

Teorema 6.56. La sum,a, diferencia y el producto de dos elem.entos racionales x e y en un campo 
F, tambien son racionales. Si ademas y 0, entonces x/y es racional. De hecho Q es un campo 
ordenado. 
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A continuation presentamos un ejemplo donde se usa el Teorema 6.38 o la Segunda Ley de 
Induction. 

Ejemplo 6.57. Para todo entero positivo n, muestre que 

(1 + Vb) n - (1 - s/5) n 

2 n y/5 

es un entero positivo. 


Prueba: Definamos a := 1 + \fb y f3 := 1 — \fb. Es facil ver que a y j3 son irracionales; ademas 
a + /3 = 2 , a — j3 = 2\fb y a/3 = —4. Considere el siguiente conjunto 


E = 


jn G N : 


a n - P n 
2 n yfl 



COm ° fj = 


1, se tiene que 1 £ E. Asumamos que n E E y probaremos que n + 1 £ E. Note que 


a n+ 1 - P n+1 _ a n + V5a n - f3 n + y/5/3 n _ 2a n - 2f3 n - a n + p n + y/5« n + y/5/T 
2 n+1 \/5 ~~ 2 ri + 1 v / 5 ~~ 2 n + 1 v / 5 

_ a n - f3 n (1 + V5)p n - (1 - \/5)a n _ a n - f3 n aW^_ ~ a P a ^ 
2 n V$ 2 n + 1 V5 ~ 2 n V5 2 n+1 \/5 

_ a n - p n : Aa' 1 - 1 - Ap 71 - 1 _ a n - p n | a"' 1 - /3"" 1 

2 n >/5 2 n+1 \/5 ~~ 2"V5 + 2^- 1 v /5 


Luego 


a n+ i - /3 n+1 
2 n + 1 v /5 


Como n, n — 1 G E, se concluye que 2n P^ 

tambien lo es, usando (6.5) se obtiene que 
que concluye la prueba. 


(6.5) 


2"V5 2 n " 1 v /5 

Q n-l_fln-l . . 

y 2 n ~ 1 V 5 son en ^ eros positives y por tanto su suma 

y n+1 _on+l . . . 

2 n+i ^/5 es un entero y positivo. Asi que n + 1 G E, lo 

□ 


6.6. Ejercicios 

1. Sean a , b, c, d £ M. Probar que: 

a) (—a) • (— 5 ) = a ■ b. 

b) (a — b)c = ac — be 

c ) a& = 0 si y solo si a = 0 o b = 0. 

d) Si a / 0, entonces (a -1 ) -1 = a. 

e) Si a • 5 / 0, entonces (a • 6) _1 = a^ 1 • 6 _1 . 

/) Si b ■ d ^ 0, entonces 

a c ad + be a c a ■ c 
b + d = bd Y b d = b^d' 
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2. Sean a, b E M. Muestre que 

a) Si a < 0, entonces a -1 < 0. 

b) Si a < 0 < b, entonces a -1 < b~ l . 

c) Si ab > 0, entonces (a > 0 A b > 0) V (a < 0 A b < 0). 

d) Si ab < 0, entonces (a > 0 A 6 < 0) V (a < 0 A 6 > 0). 

e) Si a 2 = a, entonces a = 0 6 a = 1. 


3. Utilice el Principio de Buen Orden para demostrar el Princ.ipio de Induction Matematica. 

4. Dar ejemplos de conjuntos inductivos diferentes de N,Z,Q y M. 

5. Sean a, b G M tales que ab / 0 y m, n G Z. Probar que : 


a) a m a n = a m+n . 

b) (a m ) n = a mn . 

c) {ab) n = a n b n . 

6 . Sean a, b G M tales que a 2 + b 2 = 1. Probar que \a + b\ < \J~2. 

7. a) Si a,b G M, muestre que 2 ab < a 2 + b 2 y 4a6 < (a + 6 ) 2 . Pruebe que una condition 

necesaria y suficiente para la igualdad es que a = b. 

b) Sean a, b 6 M + tales que a + b = 1. Probar que: 

1\2 / 1\2 25 

a + a) + ( 6 + b) -y 


;.Cuando se obtiene la igualdad? 


8 . Desigualdades de Bernoulli: Sea n G N. Probar que para todo x > —1: 

a) (1 + x) n > 1 + nx. 

b) (1 + x) n > 1 + nx + \n(n — l)x 2 . 

9. Sean i > 0 y n un entero positivo. Muestre que x n+l — (n + \)x + n > 0. 

10. Sean x un numero real 3 ^ n un entero positivo. Muestre que (1 — x 2 ) n > 1 — nx 2 . 

11. a) Si a\, 02 ,;..., a n G M + , muestre que 

(aq + ®2 4" ''' + a n) ( -1-h • • • 4-) n 2 . 

\a 1 02 a n J 


b) Si a, b, c G R + f a + b + c = 1, muestre que 





> 8. 


12. Sean ak, con k = 1,2 ,,n numeros reales. Muestre que 
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£ a fcM ^J2 a lJ2 b k- 


k= 1 k= 1 


^2{a k + b k ) 2 s EM + Et 


n n - n 

Y1 ak J2 - n X^ 1 -°*)- 

^=1 fc=i fc fc=i 

13. Sean ai, a 2 ,..., a n € M + U {0} tales que ai + a 2 + • • • + a n < Probar que 


(1 - ai)(l - a 2 ) • • • (1 - a„) > -. 


14. Si ai, 02 ,..., a n G M + y aqa 2 • • • a n = 1, muestre que 


(1 + oi)(l + 02 ) •••(! + a n ) > 2' 1 


15. Pruebe que si n G N, entonces n\ < 


n + 1 


16. Pruebe que si n G N, entonces (2n)! < 4 n (n!) 2 . 

17. Muestre que: 

\ 7 n(n+l) 

a) Ek = 

k= 1 

^ J 2 ^2 _ n(n+l)( 2 n+l) 


n r / 1 , \ 1 2 

^3 _ »(»+!) 

fc=l L -I 


^ ^,4 _ 6 n 5 + 15n 4 +10n 3 - 


18. Sean a, 6 , c G M + . Probar que: 

, 6 c ac ab 

a) - 1 —-—I-> a + 6 + c. 

a b c 

a 3 + b 3 + c 3 ^ a + b + c 
b > a 2 + b 2 + c 2 - 3 ' 

c) (a + 6) 2 < (1 + c)a 2 + ^1 + ^ 6 2 . 

19. Muestre que n 3 + 5n es divisible por 6 , para todo natural n. 

4 n - 1 

20. Muestre que —-— es un entero, si n es un entero positivo. 

O 

21. Sean i/lun numero real y n un numero natural. Muestre que: 


a) 1 + x + x 2 + • • • + x"- 1 = 
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22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 
27. 


b) 1 + 2x + 3.x 2 H-h nx n 1 = ^ ^ . 

Sean a > 1 un numero real y n un numero natural. Muestre que: 


n \ l+g+g 2 -|-ha" 1 ^ l+q+g 2 H- \-a n 

n ^ n+1 


6 ) 


•*-1 < g n+1 — 1 
n n+1 


Encuentre todos lo naturales n tales que n 2 < 2 n . 

Sea n un natural, muestre que l + ^ + ^ + -- - + ^> \/n. 

Sean m un entero y n un numero real tal que m < n < m +1. Muestre que n no es un entero. 

n ^ _ Qp 171 ^^ 

Sea a/lun numero real. Pruebe que fl (1 + fl2fc ) = 


k =o 


1 — a 


Sea n > 2 un entero. Muestre que 



28. Intente mostrar por induction que ^ + p + -- - + ^ < 1, para todo entero n > 2. Despues de un 
tiempo se dara cuenta que es algo dificil, sin embargo se puede probar una desigualdad parecida 
que demostraria la anterior. Para lograr este cometido, muestre que 27 + p + -- - + ,p 2 < 1 — 
para todo entero n > 2. Note que esta ultima desigualdad si se puede hacer por induction. 




Capftulo 7 


Conjuntos Acotados en un Campo 
Ordenado. 


Hasta ahora las propiedades algebraicas que hemos estudiado nos permiten diferenciar de ma- 
nera clara a los numeros reales de los naturales y los enteros, pero no es clara la diferencia con los 
rationales. Como ya habra notado todo campo ordenado es infinito y tiene la propiedad que entre 
dos elementos distintos siempre hay tercero, lo cual es c.omun para los reales y los rationales, lo que 
implica que en estos campos los numeros estan tan cerca como se desee. La propiedad fundamental 
que distingue el conjunto de los numeros reales de los rationales es el Axiorna de Completez (o 
Axioma de la Minima Cota Superior), en este capftulo introducimos tal axiorna y con esto comple- 
tamos el estudio de las propiedades de los numeros reales. Probaremos la propiedad Arquimediana 
de los reales, la existencia de raices y todas las propiedades de la potentiation que conocemos. 
Comenzaremos con algunas definiclones. 

Definicion 7.1 (Cotas inferior y superior). Un subconjunto A de un campo ordenado F se dice 
acotado inferiormente, si existe un elem.ento p € F tal que p < x para todo x G A. El conjunto A 
es acotado superiormente, si existe un elemento q € F tal que x < q para todo x G A. En este caso, 
p y q son llam,ados, respectivamente, una cota inferior y una cota superior de A. Si A es acotado 
superiormente e inferiormente al mismo tiempo, diremos que A es acotado (por p y q). El conjunto 
vaci'o 0 es acotado y todos los elementos de F son considerados cotas inferiores y superiores. 

Nota 7.2. Las cotas p y q de la definicion anterior pueden no pertenecer a A. 

Daremos algunos ejemplos de conjuntos acotados y no acotados, las pruebas rigurosas de estos 
hechos seran dadas mas adelante. 

(1) El conjunto {1, —2, 3, 7} es acotado superiormente e inferiormente. Superiormente, por ejemplo, 
por 7, 100,... e inferiormente, por ejemplo por, —2, —3, —10,... 

(2) El conjunto de los numeros naturales N = {1,2,3,...} es acotado inferiormente (ejemplo por 
1 , 0 ,—|,..) pero no superiormente. 


Ill 
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(3) Z no es acotado superiormente y tampoco inferiormente. 

Definicion 7.3. Dados num.eros a y b (a < b), definimos 

(i) El intervalo abierto (a, b ) por 

(a, b) := {x € M : a < x < b} 

(ii) El intervalo cerrado [a, 6 ] como 

[a, b] := {x € M : a < x < b} 

(Hi) El intervalo semi-abierto (a, b\ por 

(a, b] := {x G M : a < x < b} 

(■ iv ) El intervalo semi-cerrado [a, b) como 

[a, b) := {x £ M : a < x < b}. 

Si a = b, decimos que el intervalo es degenerado, en cuyo caso 

[a, a] = {a}, (a, a] = (a, a) = [a, a) = 0. 

Definicion 7.4 (Supremo). Un niimero s es Ham,ado un supremo del conjunto A si 
(i) s es una cota superior de A. 

(ii) Si m eK y m es una cota superior de A, entonces s < rn. 

Notese que de (ii) tenemos que un supremo, cuando existe, es la menor de las cotas superiores de 
A. 

Definicion 7.5 (Infimo). Un niimero t es Ham,ado un mfimo del conjunto A si 
(i) t es una cota inferior de A. 

(ii) Si m el y m es una cota inferior de A, entonces m < t. 

Proposicion 7.6. Un subconjunto A de M tiene a lo mas un supremo (infimo). 

Prueba: Sean si y S 2 supremos de A, entonces si y s 2 son cotas superiores de A, en virtud de (ii) 
se tiene que si < s 2 y S 2 < si, por tanto si = 82 - □ 

La proposicion anterior muestra que si A tiene un supremo (infimo), este es unico y por tanto 
podemos hablar de “el” supremo (respectivamente “el” infimo). En tal caso lo denotaremos sup A 
(respectivamente inf A). 
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Proposicion 7.7. Si un subconjunto de M tiene una cota superior, entonces tiene infinitas cotas 
superiores. 

Definicion 7.8. Un niimero M es llamado un maximo del conjunto A C M si M es una cota 
superior de A y M G A. Si 4cR tiene un maxim, o, este es unico por lo tanto podemos hablar del 
“el” maximo, lo notaremos max A. 

De igual manera decimos que un num,ero m es un minim,o de A si m es una cota inferior de A y 
m G A. En este caso tambien m es unico, luego podemos hablar del mi'nimo, y lo notaremos min A. 

Axioma de Completez. 

Si M es un conjunto no vacio de M acotado superiormente, entonces M tiene supremo (finito). 


No se necesita ningun axioma para cotas inferiores, ya que la correspondiente proposicion puede 
ser probada usando el axioma de completez. 

Teorema 7.9. Si M es un subconjunto no vacio de numeros reales acotado inferiormente, entonces 
M tiene infimo (finito). 

Prueba: Sea B := {q G M : q cota inferior para M}, B / 0 ya que M es acotado inferior. Clara- 
mente cualquier elemento de M (M / 0) es cota superior para B. Entonces B es un subconjunto de 
M, no vacio y acotado superiormente. Asi por el Axioma de Completez B tiene un supremo (finito), 
que llamaremos p. Probaremos que p es el infimo de M. En efecto: 

(i) Suponga que existe un xo G M tal que p > xq. Luego por definicion de B tenemos que xo > b 
para todo b G B. Asi que xo es cota superior para B, por tanto p < xo, lo cual es absurdo. 

(ii) Considere m una cota inferior para M , entonces m G B y por tanto p > m. □ 


Vale la pena notar que el teorema anterior pudo ser tornado como un axioma y el Axioma de 
Completez deducido de el. 

Definicion 7.10 (Campo Ordenado Complete). Un campo ordenado F se dice completo (o Arqui- 
mediano) si todo subconjunto M de F no vacio acotado superiormente tiene un supremo en F. 

En particular M es completo. 

Teorema 7.11. En un campo ordenado completo F, todo subconjunto de F acotado inferiormente 
y no vacio, tiene un infimo en F. 

Corolario 7.12 (Propiedad de Aproximacion del Supremo). Sean E C M y s G M, entonces s = 
sup E si y solo si 


(i) s es una cota superior de E y 
(ii) para todo e > 0, existe a G E tal que s — e < a. 
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Prueba: “ =4> ” Si s = supE?, entonces por definition s es una cota superior para E. Ahora bien, 
supongamos, por el absurdo, que existe eo > 0 tal que para todo a £ E se tiene que a < s — eo, 
luego s — eo es una cota superior para E. por tanto, s < s — eo lo cual es absurdo. 

“ -^= ” Por hipotesis y& tenemos que s es una cota superior para E, vearnos que es la minima. Sea 
Mel una cota superior para E y e > 0. De nuevo por hipotesis existe a £ E tal que s — e < a, 
pero a < M, entonces s < e + a < M + e, para todo e > 0. Por tanto s < M, lo cual implica que 
s = sup E. □ 

Corolario 7.13. Si A y B son subconjuntos no vactos de un campo ordenado F y A C B, entonces 

sup A < sup B e inf B < inf A, 
provisto de que los mfimos y suprem.os anteriores existan. 

Prueba: Sean p = sup A y q = sup B. Como q es una cota superior para B , tenemos que x < q 
para todo x £ B. Pero A C B, entonces x < q para todo x £ A, por tanto sup A = p < q = supH. 
En forma similar se prueba la otra desigualdad. □ 

Corolario 7.14. Si un subconjunto M de un campo ordenado F tiene maximo q, entonces q es tam- 
bien su supremo. Sim.ilarm.ente, el minim,o de M es tambien su infim.o (provisto que estos minimos 
y maxim,os existan). 

Teorema 7.15. Z no es acotado superiorm.ente. 

Prueba: Razonemos por el absurdo, es decir, supongamos que Z es acotado superiormente. Por el 
axioma de completez existe s £ M tal que s = sup Z. Por la propiedad de aproximacion al supremo 
existe m £ Z tal que s — 1 < m, i.e., s < m + 1 y m + 1 € Z, lo cual contradice el hecho que 
s = sup Z. □ 


7.1. Aplicaciones del Axioma de Completez. 


Teorema 7.16 (Propiedad Arquimediana). Sean x,y £ F, donde F es un campo ordenado completo 
y x > 0, entonces existe n G N tal que nx > y. 

Prueba: Razonemos por el absurdo. Dado x > 0 supongamos que para todo natural n, tenemos 
nx < y. Definamos 

M = {nx : n £ N}. 

Claramente M / 0 y es acotado superiormente por y. Por la completez de F. M tiene un supremo, 
que denotamos q. Como q es cota superior de M, entonces nx < q para todo natural n £ F. Pero 
si n es natural, n + 1 tambien es un natural de F. Luego (n + l)x < q, asi nx < q — x, para todo 
n natural de F, lo cual indic.a que q — x es una cota superior para M, como q = sup M, entonces 
q < q — x, por tanto 0 < — x lo cual es absurdo, 3 ^a que x > 0. □ 
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Nota 7.17. Si hacemos x = eyy = len el teorem,a anterior, tenemos que para todo e > 0 existe 
n £ N tal que 4 < e, es decir existen racionales arbitrariamente pequenos. 

Corolario 7.18. Dado un elemento y en un campo ordenado completo (Arquimediano) F, existen 
m, n naturales tales que — m < y < n. 

Prueba: Dados y £ F y x = 1, por la Propiedad Arquimediana existe n £ N tal que 1 ■ n > y, i.e., 
n > y. Como y £ F, entonces — y £ F. luego por la Propiedad Arquimediana existe m £ N tal que 
1 ■ m > —y, por tanto — m < y < n. □ 

Corolario 7.19. En cualquier campo Arquimediano F , N no tiene cota superior y Z no tiene cota 
superior ni inferior. 

Teorema 7.20. En cualquier campo Arquimediano F, todo subconjunto no vaci'o de enteros acotado 
superiormente tiene maxim.o, y todo subconjunto no vacio de enteros acotado inferiormente tiene 
minim,o. 


Prueba: Sea M un subconjunto de enteros no vacio y acotado superiormente en un campo completo 
F. Por el axioma de completez M tiene un supremo, al cual denotaremos q. Solo debemos probar 
que q £ M. Razonemos por el absurdo, supongamos que q ^ M. Como q — 1 < q, por la propiedad 
de aproximacion al supremo existe x £ M tal que q — 1 < x < q, pero x / q ya que q ^ M, 
luego q — 1 < x < q. Como x < q, podemos definir e \= q — x > 0 y de nuevo por la propiedad de 
aproximacion al supremo, existe y £ M tal que x = q — e < y < q, y se tendria que y q pues q ^ M. 
Hasta aqui hemos probado que existen x, y £ M tales que q — 1 < x < y < q. De la desigualdad 
anterior es muy facil concluir que 0 < y — x < 1, lo cual es absurdo ya que x, y £ M C Z, lo que 
implica que q £ M. La prueba para el caso que M sea un subconjunto de enteros no vacio y acotado 
inferiormente es dejada como ejercicio al lector. □ 

Corolario 7.21. Dado un elem,ento x en un campo arquimediano F, siempre existe un unico entero 
n £ F, tal que 

n < x < n + 1. 

Este entero es Ham,ado parte entera de x y lo denotaremos como [xj • 


Prueba: Sea x £ F. Tomemos M = {m £ Z : m < x}, M es acotado superiormente y no vacio, por 
tanto M tiene un maximo, llamemoslo n, luego n < x. Como n + 1 > n, entonces n + 1 ^ M. Luego 
x < n + 1, entonces n < x < n + 1. Como n es un maximo n es unico, lo que termina la prueba del 
corolario. □ 

Ejemplo 7.22. 

2=0, L-H/4J = -2, L-4J = -4, L\/2J = I- 

Teorema 7.23 (Densidad de los Racionales). Dados elem,entos a y b en un campo arquimediano F 
tales que a < b, siempre existe un racional r £ F tal que a < r < b. 
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1 

Prueba: Como b — a > 0, existe n G N tal que n(b — a) > 1, por tanto — < b — a. Como na G F, 

n 

existe que m G Z tal que m < na < m + 1, luego 

m +1 m 1 1 

a < -=-1— < a H— < b. 

n n n n 

m + 1 

Defina q = -, note que q G Q y cumple a < q < b. □ 

n 


7.2. Algunos Resultados Adicionales 


Definicion 7.24. Sean A y B subconjuntos no vacios de M. definamos 

—A :={a : —a G A} 

A B b a G A y b G 71} 

A - B :=A + (-B) 

Si A, B C R + , definimos 

AB :={ab : a G A y b G 71} 

1 f 1 

— : a G A 

A } a 

Teorema 7.25. Sea E un subconjunto no vacto de M. 

(i) E tiene supremo si y solo si —E tiene infimo. En tal caso 

inf(— E) = — sup E. 

(ii) E tiene infimo si y solo si —E tiene supremo. En tal caso 

sup(— E) = — mf E. 


Prueba: 

(i) “ =t- ” Sean s = sup E y t = —s. Como a < s para todo a G E, entonces — s < —a, para todo 
a G E, asf que t es cota inferior para —E. Sea to una cota inferior para —E, luego to < — « 
para todo a G E. Por tanto a < —to, para todo a G E, lo que indica que —to es una cota 
superior para E, entonces s < —to, es decir, t > to- En consecuencia inf (—71) = t = — sup E. 

“ <S= ” Como —E esta acotado inferiormente, sea m una cota inferior de —E, i.e., m < —a 
para todo a G E, lo que indica que —m es una cota superior de E, como E 0 y acotado 
superiormente E tiene supremo. 


(ii) — inf E = — fnf(—(— E)) = —(— sup (—71)) = sup (—71). 


□ 
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Teorema 7.26. Sean A y B subconjuntos no v act os de M acotados superiormente, entonces 

sup (A + B) = sup A + sup B. 

Prueba: Claramente A+B / 0. Sea z € A + B, entonces existen a € Ay b G B tales que z = a+b. 
Como a < sup A y b < sup B, entonces 

a + b < sup A + sup B. 

Lo que implica que sup A + sup B es una cota superior para A + B. Ahora, considere e > 0, por la 
propiedad de aproximacion del supremo existe a £ A tal que sup A — e/2 < a, y por la misma razon 
existe b G B tal que sup B — e/2 < b, luego 

sup A + sup B — e < a + b = z, 

con z € A + B. Usando nuevamente la propiedad de aproximacion del supremo se tiene el resultado 
deseado. □ 


7.3. Raices. Numeros Irracionales 

Deflnicion 7.27 (Irracionales). Un elem.ento de un campo ordenado F se dice irracional si este no 
es racional, es decir, no puede ser representado como una razon m/n de un entero m y un natural 
n. 


En lo que viene probaremos que un campo ordenado completo los irracionales existen. 
Lema 7.28. Sean n£N y x,y € F (con F un campo ordenado) tales que x > 0, y > 0. 

(i) Si x n < y, entonces existe t > x tal que t n < y. 

(ii) Si x n > y, entonces existe 0 < t < x tal que t n > y. 


Prueba: Recordemos que si n £ N y a, b e F, entonces 

a n -b n = (a- b){a n ~ l + a n ~ 2 b + ■■■ + b n ~ l ). 

Ahora si 0 < b < a, entonces 

a n = b n + {a- 6)(a n_1 + a n ~ 2 b +■■■ + 6”" 1 ) < b n + (a - b)na n -\ 


(i) Supongamos que x n < y. Sea h tal que 


0 < h < min < 1, 


y — x 


y n(x + l) n_1 J 

Definamos t := x + h, entonces t > x y 

t n < x n + nh(x + h) n ~ l < x n + nh(x + l) n_1 < y. 


Lo que termina la prueba de la primera parte del lema. 
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(ii) Supongamos que x n > y. Tomemos h tal que 


0 < h < mm < x, 


x n — y 


nx 


n— 1 


En este caso consideremos t := x — h, entonces 0 < t < x y ademas 


, . x — y 

n— 1 ^ 4 .n i „_n—1 | a 


x n < (x — h) n + nhx n 1 < t n + nx 


nx' 


— = t" + - y. 


Por tanto y <t n . □ 

Teorema 7.29. Dado un elemento a > 0 en un campo ordenado completo F y un niimero natural 
n G M, siempre existe un unico elemento p > 0 (p G F) tal que p n = a. 


Prueba: Si a = 0 el resultado es trivial, tome p = 0. Supongamos que a > 0 y definamos 

M := {t > 0 : t n < a}. 

M 7^ 0 ya que 0 G M, ademas M esta acotado superiormente. Veamos, por ejemplo, que a + 1 es una 
cota superior de M. Para esto supongamos que t G M y t > 1 +a, entonces t n > (l+a) n > 1+a > a, lo 
cual contradice el hecho de que t n < a, pues t G M. Por el axioma de completez existe el supM =: p. 
Claramente p > 0, veamos que p n = a. En efecto, si p n < a, entonces por lema anterior existe t > p 
tal que t n < a, o sea que t G M y p < t lo cual es absurdo. Si p n > a, entonces por lema anterior 
existe 0 < t < p tal que t n > a. Ahora bien, si u > t entonces u n > t n > a, es decir, u ^ M. Lo 
anterior quiere decir que si u G Af, entonces u < t. Por tanto t es una cota superior de M y t < p, 
lo cual es absurdo, asi que p n = a. □ 

Definicion 7.30 (Raz n—esima). El p dado por el Teorema anterior es llam,ado la raiz n-esima de 
a y se denota como \fa o a». 

Nota 7.31. (i) Cuando n = 2, escribimos sfa en vez de yfa. 

(ii) Si n es impar y a < 0, existe p > 0 tal que p n = —a, luego (—p) n = —p n = a. Asi cuando n es 
impar, para todo a G F existe un unico q G F tal que q n = a. 

Teorema 7.32. Si x e y son elem.entos no negativos de un campo ordenado co7npleto F y n G N, 
entonces 



Prueba: Es dejada como ejercicio al lector. 

Teorema 7.33. Todo campo ordenado completo F contiene elementos irracionales. En particular, 
y/2 es irracional. 


Prueba: La prueba es igual a la hecha en el Teorema 2.9. 


□ 
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Teorema 7.34. Si n G N, entonces y/n G N o' y/n G I. 


Prueba: Supongamos que y/n N y y/n G Q. Sean q,p G N tales que y/n = p/q, entonces 
q/n = p G N. Por lo tanto el conjunto E = {k G N : ky/n G Z} / 0. Sea no = mm E. note 
que no G N. De otro lado, existe mo G Z tal que mo < \/n < mo + 1, ya que y/n / N. Luego 
0 < y/n — mo < 1. Multiplicando por no, obtenemos 


0 < no\fn — nom-o < no- 

Definamos x = noy/n — nom-o, x > 0. Como no G E, entonces x G Z + = N. Ademas Xy/n = 
?zo^- — nrio{noy/n) G Z, luego x G E y x < no, lo c.ual es absurdo. □ 


7.4. Potencias con Exponente Real Arbitrario 


Definicion 7.35. Dado un elemento a > 0 de un cam.po ordenado completo F y cualquier numero 
racional r = m/n > 0 (m,n G N C Kj, definimos a r = yfaT™ = (a m )». 

Nota 7.36. (i) Si n = 1, tenemos que a r = a m / 1 = yfaE 1 = a m . Luego si rGN (C RJ, nuestra 

nueva definicion coincide con la dada anteriormente. 


(ii) La definicion anterior no depende de la representacion particular de r en la forma m/n, por 
tanto no es ambigua. En efecto, supongamos que r = m/n = p/q, entonces mq = np, luego 
a mq = a np , entonces ( a m ) q = ( a p ) n . Por definicion yfafi 1 es exactam.ente el elemento cuya 
n—potencia es a m , es decir, 



Similarmente (\ 'fafi) q = a p . Remplazando a m y a p en la ecuacion ( a m ) q = ( a p ) n , tenemos, 
(y/a™) nq = {VaP) qn , entonces yfaT = ^faP = a r . 

Teorema 7.37. Sean a,b G F con a>0, b>0yr,s^Q con r, s > 0. Entonces 


(a) Si r = m/n , m G Z y n G N, entonces 
(a m )« = (an ) m . 

(b) a r a s = a r+s 

(c) ( a r ) s = a rs 
(. d ) (ab) r = a r b r 


(e) a < b si y solo si a r < b r 

(/) a r < a s si 0 < a < 1 y r > s 

(g) Si a > 1 y r > s, entonces a r > a s 

(,h ) r = i 


Prueba: Es dejada como ejercicio al lector. 

A continuation varnos a definir a x para cualquier real x > 0 y cualquier elemento a > 1 en un 
campo ordenado completo F. Tomemos 


A ax := {a r : 0 < r < x, r 
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Por la densidad de Q en M, tales racionales existen, luego A ar / 0 . Ademas A ar es acotado supe- 
riormente en F. En efecto, sea y > x con y e Q. Si r 6 Q con 0 < r < x, tenemos que 

a y = a r+(y-r) = a r a y-r > ^ 

ya que a > 1 y y — r > 0, lo cual implica que a y ~ r > a 0 = 1. Por tanto a y es una cota superior 
para A ar . Como F es completo tenemos que el sup A ar existe, lo cual nos permite hacer la siguiente 
definicion. 

Definicion 7.38. Sean a > 0 en un campo completo F y x £ M. 

(i) Si x > 0 y a > 1, definimos 

a x := sup A ax 

(■ ii ) Si x>0y0<a<l, definimos 

1 

a x ■= _ 

' ( 1 / a )* 1 

que tambien se escribe como (1 /a)~ x . 

(Hi) Si x > 0, definimos a~ x = 1 /a x (esto define potencias con exponente negativo) 

Tambien definimos 0 X = 0, para x > 0 y a 0 = 1, para a £ F, a 0. Note que 0° sigue estando 
indefinido. 


7.5. Sistema Ampliado de Numeros Reales 

Por sistema ampliado de numeros reales, el cual denotaremos M*, entenderemos el conjunto de 
los numeros reales junto con dos simbolos +oo y —oo que satisfac.en las siguintes propiedades: 

(i) Si x e M, entonces —oo < x < +oo. 

(ii) Si x G M, entonces 

x + (+oo) = +oo, x + (—oo) = —oo, x — (+oo) = —oo, x — (—oo) = +oo. 

(Hi) Si x > 0, entonces 

x ■ (+oo) = +oo, x ■ (—oo) = —oo. 

(iv) Si x < 0, entonces 

x ■ (+oo) = —oo, x ■ (—oo) = +oo. 

(v) (+oo)+(+oo) = (+oo)-(+oo) = (—oo)-(—oo) = +oo y ademas (—oo)+(—oo) = (+oo)-(—oo) = 
—oo. 

Nota 7.39. (i) NO permitimos los casos (+oo) + (—oo), 0 • (+oo) y 0 • (—oo). 
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(ii) Los reales ampliados NO form,an un campo. 

(in) 1’ =1U {+oo, —oo} = [—oo, +oo] i/M = (—oo, +oo). 

(iv) Los puntos de M se llaman “finitos” para diferenciarlos de los simbolos +oo y —oo. 

Definicion 7.40. Sea E Cl no vacio. Si E no es acotado superiormente definimos sup E = +oo. 
Si E no es acotado inferiormente definimos mf E = —oo. Tambien definimos mf 0 = +oo y sup 0 = 
—oo. Note que todo subconjunto de M* tiene supremo e infimo en M*. 


7.6. Ejercicios 

1. Sean rn. n 6 Z, con m n. Muestre que \m — n\ > 1. 

2. Sean x, y G M + . Entonces: 

a) Si m,p 6 Z, n,gGNy m/n = p/q, entonces (x m ) l / n = (x p ) l / q . 

b) Si m,n G N, entonces (fyx) ni = \fxE y \J yfx = n7 f[x. 

c) Si n £ N, entonces sfxrtfy = tfxy. 

3. Sean x, y G M + y r, s € Q. Probar que: 

a) x r x s = x r+s . 

b) ( x r ) s = x rs . 

c) (xy) r = x r y r . 

4. Sean a, b G M con a, b > 0 y x, y € M. Probar que: 

a) a x a y = a x+ y. 

b) (a x ) y = a xy . 

c) ( ab) x = a x b v . 

5. Sean neNyO<a< 6 . Probar que 0 < a n < b" y 0 < \fa < \/b. 

6 . Muestre que Z,Q y 1 no son acotados inferiormente ni superiormente. Pruebe tambien que N 
no es acotado superiormente. 

7. C’alcule: 

max {99 50 + 100 50 , 10 1 50 } . 

8 . Sea n G N, muestre que (l + ^) n — (l — ^ ) n > 1. 

9. Propiedad de aproximacion del infimo: Sean E un subconjunto no vacio de R y t 6 1. Entonces 
t = inf E si y solo si t es una cota inferior de E y para todo e > 0, existe a G E tal que a < t+e. 

10. Sean E un subconjunto no vacio de M. Entonces, 

E es acotado si y solo si existe M > 0 tal que |a:| < M para todo x € E. 
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11. Pruebe que si x es cota superior de un conjunto no vacio E C M y x G E, entonces x = sup E. 

12. Sean X, Y subconjuntos no vacios de M cuya union es R y tales que cada elemento de X es 
menor que cada elemento de Y. Probar que existe a G M tal que X es uno de los conjuntos 

(—oo, a) 6 (—oo, a]. 

13. Probar que: 

sup{x G Q + : x 2 < 2} = V2. 

14. Demostrar que cualquier conjunto inductivo no es acotado superiormente. 

15. Sea E un subconjunto no vacio de Z. Pruebe que : 

a) Si ^£7 es acotado superiormente, entonces sup E G E. 

b) Si E es acotado inferiormente, entonces inf E G E. 

16. Probar que si A y B son subconjuntos no vacios de M + acotados superiormente, entonces A ■ B 
es acotado superiormente y 

sup (A • B ) = sup A ■ sup B. 

17. Sean Ay B subconjuntos no vacios de M. Si A y B son acotados, entonces: 

a) sup(AU B) = maxjsup A. supB}, 

b) inf (A U B) = min {inf A, inf B}. 

18. Si A es un subconjunto no vacio de M + tal que inf A > 0, entonces 

sup U) = toFT 

19. Si a, b G M y 0 < a < b, entonces existen m,n G N tales que a < m/10 n < b. 

20. Algoritmo de la Division: Si n, b G Z y b > 0, entonces existen enteros unicos q y r tales que: 

a ) n = bq + r, 

b) 0 < r < b. 

21. Probar que si x, y G R, n G N y m G Z, entonces: 


a) |xj + L y\ <[x + y\< [xj + L y\ + 1. ) 

|_xj + m 


x + m 


n 


n 


n— 1 

mii i iii d) V] \x + - \ = I nx\. 

b) \_x + m\ = \_x\ +m. L nJ l j 

22. Sea E un subconjunto no vacio de M + acotado superiormente tal que 

(Vx, y G E) (x < y ==> x/y G E). 

Probar c|ue si a := sup E < 1, entonces a G E. 




7.6. Ejercicios 


123 


23. Encontrar el supremo y el fnfimo de los siguientes conjuntos, sustentando en cada caso sus 
afirmaciones: 

a ) (I 4 13 40 | 

t3’ 9’ 27’ 81’ ' ‘ 'J 

b) {^ + ^ + : p,q,r e N} 

c) 2 n}. 

<*> 

e) {\/n— Lv/^J : n £ N}. 

24. Demuestre: 

a) Si a E Q y b E I, entonces a + b E I 

6 ) Si a E Q \ {0} y b E I, entonces a 6 E I 

c) Si a, b E M y a < b, entonces existe i E I tal que a < i < b 

d) Si a, b E Q + , entonces 

si y solo si \/a + \4 gQ 

e) Si a, 6 , c, d E Q, .x E I y cx + d / 0, entonces 

(ZX -(- f) 

-- € I si v solo si ad / 6 c. 

cx + d 

25. a) Probar que yjn — 1 + + 1 es irracional para todo n E N. 

b ) Probar que \/n + 3 + yfn es racional para algun n G N si y solo si n = 1. 

c) Probar que y/n + 7 + \/n es racional para algun n 6 N si y solo si n = 9. 

26. Sean A E I y E := {n\ + m : m G Z, n G N}. Probar que dados i G K y 6 > 0, entonces existe 

t G .E tal que |x — i| < e. Sugerencia : Pruebe que dado JVgN existe a £ E tal que \a\ < ^. 

27. Sea x un numero real. Muestre que por lo menos uno de los numeros y/2 — x o \/2 + x es 

irracional. 

28. Muestre que y/2 + \/3 y 2 + y/S son irracionales. 

29. Hallar el supremo y el infimo (si existen) de los siguientes conjuntos: 

a) A = {-^ + n 2 [ 1 + (-l) n ] : n G N} . 

b) B = {^ : n G N} . 

c) C={(-l)"-i:nGN}. 

d) D = {[1 — (—l) n ] n : n G N} . 

e ) £={[3+(-l)"]" :n EN}. 

30. Sean x, y G F, donde F es un campo arquimediano, con x < y y y — x > 1. Muestre que existe 
m G Z tal que x < m < y. 
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31. Sean x,y G F, donde F es un campo arquimediano, con x < y y y — x < 1. Muestre que 

L: v\ — L^J =061. 

32. a) Muestre que para todo elemento x en un campo arquimediano F. siempre existe un unico 

entero m G F. tal que 

m — 1 < x < m. 

A tal m lo denotaremos por \x~\. 
b) Muestre que |"x] = — [—■ x\ 




Capftulo 8 


Cardinalidad. 


De manera intuitiva el cardinal nos indica el numero o cantidad de elementos que tiene un 
conjunto, este concepto para conjuntos finitos es bastante claro y de una u otra forma caracteriza 
los conjuntos. Ya para conjuntos con un numero infinito de elementos la situation es mucho mas 
complicada, por ejemplo es dificil creer que los naturales y los rationales tengan la misma cantidad 
de elementos (algo que probaremos mas adelante) y que a pesar de la densidad de los rationales y 
reales, estos no tengan la misma cardinalidad. El objetivo de este capftulo es precisar los conceptos 
de finito, infinito, numerable, contable y no contable. Basicamente estudiaremos las ideas de Georg 
Cantor (1845-1918), quien en una serie de artfculos amplio la teorfa de cardinales a conjuntos infi- 
nitos usando conceptos simples de funciones como lo son la inyectividad y sobreyectividad. Cantor 
esencialmente organizo todas la ideas desordenadas que existian hasta ese momento sobre cardinali¬ 
dad y logro obtener algunos resultados que eran insospechados hasta ese momento como lo veremos 
a continuation. 


8.1. Conjuntos Equipotentes; Conjuntos Finitos 


Para determinar si dos conjuntos tienen el mismo numero de elementos, veremos si es posible 
colocarlos en una correspondence uno a uno, tal como lo hacemos en nuestra vida diaria. Esta idea 
es conveniente describirla en terminos de correspondecia inyectiva (o mejor una biyeccion) de un 
conjunto en otro, como sigue. 

Definicion 8.1 (Conjuntos equipotentes). Dos conjuntos A y B se dicen equipotentes (o que tienen 
la misma cardinalidad), denotado A ~ B, si existe una funcion biyectiva de A en B. 

Es claro que si dos conjuntos son equipotentes, habra muchas funciones biyectivas cntre ellos. (A 
menos que cada conjunto solo tenga uno o cero elementos). 

Lema 8.2. Sean A, B y C conjuntos 
(*) A ~ A 
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(ii) A ~ B, entonces B ~ A 
(Hi) A ~ B y B ~ C, entonces A ~ C 

Prueba: 


(i) Sea / : A —> A definida como /(x) = x, para todo x 6 d (la funcion identidad) claramente I 
es biyectiva. 

(ii) Supongamos que A ~ B, entonces existe una funcion / : A —> B tal que / es biyectiva. Por la 
biyectividad de /, existe / _1 : B ^ A. Recordemos que / _ 1 (y) = x si y solo si /(x) = y. Se 
prueba facilmente que f~ 1 es biyectiva. 

(in) Supongamos que A By B r-u C. Entonces existen / : A —>• B y g : B —> C, funciones 
biyectivas. Definamos h = go f. Por la biyectividad de / y g , se prueba que h es biyectiva. □ 


Nota 8.3. Lo que indica el lem.a anterior es que ~ es una relacion de equivalencia sobre cualquier 
familia de conjuntos. 

Ejemplo 8.4. N = {1,2,3, ...} y S = {1,4,9,16, ...} tienen la misma cardinalidad. En efecto, defina 
h : N —> S por h(n) = n 2 , es fac'd ver que h es biyectiva. 

Ejemplo 8.5. N ~ Z. En efecto, definamos f : Z N, por 


f(n) 


—2n, si n < 0 
2n + 1, si n > 0 


se verifica facilmente que f es biyectiva. 


Ejemplo 8.6. Sean a,b,c,d £ M, entonces [a, b] ~ [c, d], donde a < b y c < d. En efecto, definamos 
g : [a, b] —> [c, d] por 

d — 


g(x) = 


b — a 


(x — a) + c. 


(y — c)(b — a) 

Veamos que g es sobre. Sea y £ [c, d] y considere x = -—— -r- V a. Note que x £ [a, b\ y 


(d-c) 


d(x) = 


d-c ( ( y-c)(b-a ) 


b — a y (d — c) 

Por tanto g es sobre. El resto de la prueba es dejada al lector. 


+ a- a] +c = y. 


Proposicion 8.7. Si a, b £ M con a < b. Dos cualesquiera de los siguientes conjuntos tienen la 
misma cardinalidad: 


(0,1), [a, b], [a, b), (a, 6], (a, b), [a, +oo), (a, +oo), (-oo, b], (-oo, b) y (-oo, +oo). 


Prueba: 
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(i) Veamos que (0,1) ~ (a, b). Definamos / : (0,1) —> (a, b ) por f(x) = a + x(b — a). Es facil ver 
que / es biyectiva. 


(ii) Veamos que (0,1) ~ (0,+oo). En efecto, definase g : (0,1) —> (0,+oo) por 
1 

g(x) = -1. Es facil ver la biyectividad de g , luego por la transitividad (a, 6) ~ (0,+oo). 

x 

Ademas (0,+oo) ~ (a,+oo). Para eso tome h : (0,+oo) -> (a, +oo) como h(x) = x + a, 
facilmente se prueba que h es biyectiva. luego (a, b) ~ (a, +oo). 


(in) Veamos que (0,1) ~ (—oo,+oo). Definamos 


h(x) 


1 

2 - - 

x 

1 

l 1 — X 


- 2 . 


x G (0, \) 

x G [ 5 , 1 ). 


para x G (0,1). La prueba de que h es inyectiva es dejada al lector, probaremos que h es sobre. 

Para eso considere y G (— 00 , + 00 ), entonces y G (— 00 ,0) 6 y G [0, + 00 ). Si y G (— 00 , 0), existe 

1 1 

x = - - G (0, 5) tal que h(x) = y. Si y > 0, existe x = 1- - G [g, 1) tal que h(x) = y. 

2, — y y + 2 

Lo que muestra que h es biyectiva. 


1 

(iv) (0,1) ~ (— 00 , 0). En efecto considere g(x) = 1 -, x G (0,1). 


1 

( v ) (0,1] ~ (— 00 , 0]. Sea g(x) = 1-, x G (0,1]. 


1 

(vi) (0,1] ~ [0, +00). En efecto definamos g(x) = — 1 H—, x G (0,1]. 

(vii) Veamos que [0,1] ~ (0,1). Sea A = [0,1]\{0,1,1/2,1/3,...} = (0, l)\{l/2,1/3,1/4,...} 
Note que 

[0,1] = {0,1,1/2,1/3,...} U A y (0,1) = {1/2,1/3,1/4,...} U A 
Consideremos la funcion / : [0,1] —> (0,1) definida como 

x = 0 

si x = 1/n, para algun n G N 
en otro caso. 


fix) = 


1 

2 ’ 


1 


n + 2 ’ 
x , 


/ es inyectiva y sobre. 

(viii) (0,1] ~ (0,1). En efecto definamos para todo x G (0,1] 


fix) 


1 

-, si x = 1 /n, para algun n G N 

< 71 + 1 

x, en otro caso. 


/ es tambien inyectiva y sobre. 
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(**) [0,!) (0,1]. En efecto, sea / : [0, 1 ) — > (0, 1 ] dada por f(x) = 1 — x, f es claramente biyectiva. 

Definicion 8.8. Sea n £ N. Definimos J n = {i £ N : i < n}, es decir, J n = {1,2, 

Definicion 8.9. Sea A un conjunto. Decimos que: 

(i) A es finito si A = 0 6 existe n £ N tal que A ~ J n . 

(ii) A es infinito si A no es finito. 

(Hi) A es numerable si A ~ N. 

(iv) A es contable si A es finito 6 A es numerable . 

( v ) A es no-contable si A no es contable. 

Teorema 8.10. Sea A C J n . Si A ~ J n , entonces A=J n . 


Prueba: Usaremos induction sobre n. Supongamos que n = 1 y sea A C Ji, tal que A ~ J\. Como 
Ac ,J\. entonces A = 0 o A = Ji, pero A 7^ 0 y asi A = J\. Supongamos que el resultado se 
tiene para algun n G N. Sean A C J n +1 y / : J n +i -> A biyectiva, mostraremos que A = J n +i- 
Para esto defina a := f(n + 1) y f := f\j n : J n -c A — {a}. Note que f es biyectiva. C’onsidere los 
siguentes casos: (i)A — {a} C J n : Aqui , por la hipotesis inductiva, A — {a} = J n , luego a = n + 1 
y A = A — {a} U {a} = J n +1 (ii)A — {a} ^ J n . Aqui, existe bed - {a} y b no pertenece a J n , 
entonces 6 = ?z + lyasin + l ed- {a}. Sea p € J n +1 tal que f(p) = n +1. Definamos p : J n+ i -> A 
por: 


0 (*) 


f(x) si x no pertenece a {p, n + 1} 
< a si x = p 
n + 1 si x = n + 1 


Se puede verificar que g es biyectiva. Luego, g' = g\j n : J n —> A — {n + 1} es biyectiva. Como 
A — {n + 1} C J n , por la hipotesis inductiva A — {n + 1} = J n y asi A = J n+ 1 □ 


La prueba del siguiente corolario es dejada como ejercicio al lector. 

Corolario 8.11. Sean m,n £ N. Entonces J n ~ J m si y solo si m = n. 

Definicion 8.12 (Cardinalidad). Sea A un conjunto finito. Definimos la cardinalidad de A, denotado 
\A\, como sigue: Si A = 0, ponemos |A| = 0. Si A / 0, definimos |A| = n, donde A ~ J n . 

Corolario 8.13. Sean A y B conjuntos finitos no vaci'os. Entonces A ~ B si y solo si |A| = \B\. 


Prueba: “ => ” Como A, B 0 y A ~ B, existen m, n £ N tales que A Jn y B J m . Por tanto 
Jn ~ Jm y el lema anterior implica que n = m, luego |A| = n = m = |S|. 

“ <= ” Supongamos que |A| = |B| = n, entonces A rs_/ Jn y B J n , luego por transitividad A ~ B. 
□ 
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Ejemplo 8.14. Sea B = {1,4,9,16}. Probar que \B\ = 4. Sea h : B —»• J 4 , definida por h(x) = y r x. 
Facilmente se verifica que h es biyectiva, luego |S| = 4. 

A continuation presentamos dos resultados que son bastante usados en estadlstica. 

Teorema 8.15. Sean A y B conjuntos finitos. Si A n B = 0, entonces 

\AUB\ = \A\ + \B\. 


Prueba: Si A 0 B es vatio el resultado es inmediato. Supongamos que \A\ = n y \B\ = m, entonces 
existen biyecciones / : A —> J n y g : B —> J m . Considere J n + m dada por 

j7(x), si x G A 
h(x) = < 

In + g(x), si x G B. 

Veamos que h es inyectiva. Tome xi,X2 G A U B tales que h(x 1) = h(x 2). Pueden ocurrir cuatro 
casos: xi, X2 G A, x±, X2 G B, x\ G A; X2 € B y x\ G 5 ; X2 G A. Solo analizaremos dos de estos casos 
pues los otros son analogos. Caso 1 : Si xi,X2 G A, entonces f(x 1) = h(x 1) = h(x 2) = f{x 2) y como 
/ es inyectiva en A se tiene que x\ = X2. Caso 2 : xq G A; X2 G B. Veremos que este caso en realidad 
no se presenta. Tenemos que f(x 1) = h(x 1) = h(x 2) = n + </(x2). Asi que /(xi) = n + g , (x2) > n, lo 
cual es absurdo, pues /(x 1) G J n . Por tanto h es inyectiva. 


Mostraremos ahora que h es sobre, para eso tome y G J n +m■ Entonces l<y<non<y< m+n. 
En el primer caso por la sobreyectividad de / se garantiza la existencia de x G A C A U B tal que 
h(x) = /(x) = y. Si n < y < m + n, entonces 0 < y — n < m y por las propiedades de g existe 
x G 1? C A U B tal que g(x) = y — n. Lo que es equivalente a h(x) = n + g(x) = y, pues x G B. Lo 
que muestra que h es sobreyectiva y esto termina la prueba. □ 

Aplicando induction es facil probar el siguiente resultado. 

Corolario 8.16. Sean X\, X 2 , X 3 ,..., conjuntos finitos, disjuntos dos a dos tales que |Xj| = to,;, 
para i = 1,2, 3,..., k. Entonces Ui=i es finito y \ Uf=i -^*1 = Yli =1 m *- 

Corolario 8.17. Sean A y B conjuntos finitos. Entonces 

|AU B\ = |A| + \B\ - \AnB\. 

Prueba: Defina F = A — (AnB) y G = B — (An B). Claramente las parejas F y G; F y An B; 
G y A n B son disyuntas. Ademas 

A = FU(AnB) y B = GU(AnB). 

Por el Teorema 8.15 se tiene que 

\A\ = \F\ + \AHB\ y |B| = |G|+ |An£ 


( 8 . 1 ) 
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Ahora, como A U B = (F U G) U (A n B) y la pareja FUG; An B es disyunta, usando nuevamente 
el Teorema 8.15 y (8.1) se obtiene 

\AuB\ = \FuG\ + \AnB\ = |F| + |G| + \AnB\ 

= \B\ - \AnB\ + \A\ - \AnB\ + \AnB\ = \A\ + \B\ -\AnB\. 

Lo que termina la prueba. □ 

Lema 8.18. Sean n G N y S C J n no vaci'o. Entonces existen una biyeccion h : J n —>■ J n y k < n 
natural tales que h*(S) = Jk- 


Prueba: Definamos 


G = {n G N : La conclusion de lema es valida para S C J n , S =5 0 }. 


Veamos que G es inductivo. 1 £ G ya que si S C S ^ 0, entonces S = {1}. Asi que existe 

h ■. J\ J\ con h( 1) = 1, tal que h*(S) = {1} = J\. 

Supongamos que n £ G, mostraremos que n + 1 G G. Sea S C J n+ 1 , con 5^0. Pueden ocurrir dos 
casos: 

Caso 1: n + 1 ^ S, entonces S C J n . Por hipotesis inductiva existen h : J n —> J n biyectiva y k 
natural con k < n, tales que h*(S) = Jk■ Consideremos i)> : J n+ \ -> J n +\ dada por 




h(m), si m 6 J n 
n + 1 , si m = n + 1 . 


es biyectiva y = h*(S) = Jk donde k < n < n + 1. 

Caso 2 : n + 1 £ S. En este caso definimos B = S — {n + 1 }. Si B = 0 , entonces S = {n + 1 }. 
Tomando V’ : Jn+ 1 Jn+i, como 




m, si m G J n — { 1 } 
< n + 1 , si m = 1 
1 , si m = n + 1. 


tendriamos que ip es biyectiva y ip*(S) = J\, con 1 < n + 1. Supongamos que B / 0 , por tanto 
B C J n . Usando la hipotesis inductiva, existe h : J n — > J n biyectiva y k natural con k < n, tales 
que h*(B) = Jk- Definamos ip : J n +i — > J n + 1 como 


ip(m) 


h(m ), si m G J n — {h~ 1 (k + 1 )} 
n + 1 , si m = h~ l (k + 1 ) 
k + 1 , si m = n + 1 . 


ip es biyectiva, ademas ip*(S) = ip*{B U {n + 1}) = ip*(B) U ip*({n + 1}) = Jk U {k + 1} = Jk+i- 
Como fc + 1 < n + 1, se tiene que n + 1 6 G. Lo que termina la prueba del lema. □ 


Teorema 8.19. Sea A un conjunto finito. 
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(0 

S'i X C A, 

entonces X es finito. 

(**) 

Si X C A, 

entonces A = X + \A — X 

(Hi) 

Si X £ A, 

entonces X < \ A . 

(iv) 

Si X £ A, 

entonces X 00 A. 


Prueba: 

(i) Si X = 0 el resultado es claro. Supongamos que X / 0. Como A es finite, existe h : A —x J n 
biyectiva. Como /i*(X) C J n , por el lema anterior existe g : J n —> J n biyectiva y k < n 
tales que y*(/i*(X)) = Jfc. Por tanto /i*(X) ~ Jk y como X ~ /i*(X), obtenemos el resultado 
deseado. 

(ii) Note que A = X U (A — X) y que X (1 (A — X) = 0 . Por tanto del Teorema 8.15 se obtiene el 
resultado deseado. 

(Hi) Como X ^ A, entonces \A — X\ > 0, por tanto |A| = |X| + \ A — X\ > |X|. 

(iv) Suponga que X ~ A, entonces por por Corolario 8.13 se tiene que \X\ = |yl|, pero por (in) 
esto es absurdo. □ 

Teorema 8.20. Sean X, Y conjuntos finitos tales que |X| = m y |T| = n. Entonces 1x7 es finito 

y \X x Y | = mn 


Prueba: Como Y ~ J n podemos escribir Y = {2/i, 2/2 ,2/3 5 ■■■iVn} con y 3 / y,; para todo i / j. Para 
cada i € J n , defina X* := X x {y*}. Claramente 

n 

XxY = \JXt. 

i= 1 

Ademas \Xi\ = |X| = m y X, Cl Xj = 0 si i / j. Luego por el Corolario 8.16 se tiene que X x Y es 
finito y |X X Y\ = | U”=i -^*1 = Ym =1 m = mn • ^ 


8.2. Conjuntos Infinitos y Contables 


En esta seccion discutiremos varios resultados importantes sobre conjuntos infinitos y contables, 
veremos que no todos los conjuntos infinitos son equipotentes y determinaremos la cardinalidad 
de los racionales. En la seccion anterior definimos los conjuntos infinitos como aquellos c[ue no se 
pueden poner en correspondence invectiva con un segmento inicial , con k un entero positivo, y 
los conjuntos contables son aquellos que son finitos 0 son numerables. El siguiente resultado nos da 
otra forma de determinar sin un conjunto es infinito. 
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Corolario 8.21. Sea A un conjunto. Entonces A es infinito si y solo si A contiene un subconjunto 
infinito. 


Prueba: “ =>• ” Suponga que A es infinito. Como A C A podemos tomar A como el subconjunto 
infinito de A. 

“ <= ” Sea B C A con B infinito. Si A fuera finito, por teorema anterior parte (i) tendriamos que B 
seria finito, lo cual es absurdo. □ 

Es claro que para usar el corolario anterior nec.esitamos conocer algun conjunto infinito, el si- 
guiente teorema nos dice que N es uno de tales conjuntos. 

Teorema 8.22. N es infinito. 

Prueba: Supongamos que N es finito. Como N/ 0 , existe n G N tal que N ~ J n . Pero n + 1 e N 
y n + l J n , asi que N C J n . Usando el Teorema 8.19 se tiene que N oo J n , lo cual es absurdo. □ 

Corolario 8.23. Todo conjunto num.erable es infinito. 


Prueba: Sea A un conjunto numerable. Razonando por el absurdo, supongamos que A es finito. 
Como A f 0, entonces A ~ J n . para algun n € N. Como A ~ N y A ~ J n , se tiene que N ~ J n . lo 
cual contradice el teorema anterior. □ 

Nota 8.24. Se probo anteriorm.ente que Z ~ N, por tanto tenem.os que Z es numerable. 

Teorema 8.25. Todo subconjunto de N es contable. 

Prueba: Sea A C N. Si A es finito listo, A es contable. Supongamos que A es infinito. Construiremos 
inductivamente una funcion biyectiva ej : N —> A de la siguiente forma. Definamos <f{l) = min A, 
como A es infinito, A f 0 , luego por el P.B.O. min A existe, asi que <j>(l) esta bien definido. 
Supongamos que ya hemos definido ef>( 1), 0(2),..., 0(n) con n G N. Consideremos 0(n + 1) = min(^4 — 
{0(1), 0(2),..., 0(n)}). Como A es infinito, entonces A—{ej>(l), 0(2),..., 0(n)} f 0 , luego por el P.B.O. 
0(n + 1) esta bien definida. Veamos que 0 es biyectiva: Claramente 0(1) < 0(2). Sea n € N con 
n > 1. Como 


0(n + 1) £ A — (0(1), 0(2),..., 0(n)} C A - (0(1), 0(2),..., 0(n - 1)}. 

Asi que 0(n) < 0(n + 1). Por tanto 0 es inyectiva. Sea m&AyB = {k&A:k< m}. Como 
B C J m , B e s finito. Sea n el numero de elementos de B. Como m G B se tiene que n G N, luego 
por la forma como se construyo 0 se tiene que 0(n) = m. Asi que 0 es sobre. □ 

Corolario 8.26. Todo subconjunto de un conjunto contable es contable. 

Prueba: Sea A un conjunto contable y B C A se tienen dos casos. 

Caso 1: A es finito, por teorema anterior B es finito, por tanto B es contable. 
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Caso 2: A es infinite. Como A es contable, entonces A es numerable, es decir, existe ip : A —> N 
biyectiva. Como p*(A) = N y p*(B) C p*(A) = N, se tiene que ip*(B) es contable. Como B ~ p*(B) 
y ip*(B) ~No p*(B) ~ J n , obtenemos que B es contable. □ 

Teorema 8.27. Sea A un conjunto no vaci'o. Las siguientes afirmaciones son equivalentes 
(i) A es contable. 

(ii) Existe una funcion f : A —> N inyectiva. 

(Hi) Existe una funcion f : N —X A sobreyectiva. 

Prueba: (i) =>• (in) Si A es finito, existe n G N y / : J n —> A biyectiva. Definamos g : N —> J n como 



g es sobreyectiva. Por tanto h := f o g : N —> A es sobreyectiva. Si A es infinite el resultado es claro. 
(in) =P (ii) Sea g : N -> A sobreyectiva. Definamos / : A N por f(a) = mmg*({a}). Como 
g*({a}) / 0 y ^({a}) C N, entonces por el P.B.O. /(a) esta bien definido. Veamos que / es 
inyectiva. Sean ai,a ,2 G A con cq « 2 . Entonces 

g*({ ai })ng*({a 2 }) / 0. 

Asi que f(ai) / f(a 2 ). 

(ii) (i) Supongamos que existe / : A —> N inyectiva. Como f*(A) C N, entonces f*(A) es contable. 
Puesto que A ~ f*(A), tenemos que A es contable. □ 

Teorema 8.28. Si A y B son contables, entonces Ax B es contable. 

Prueba: Veamos primero que existe una funcion inyectiva / : N x N —> N. En efecto definamos 
f(m,n) = n + 2 m+n , para todo (m,n) gNxR. Supongamos que 

f(m , n) = f(j, k) y n > k. 

Entonces n + 2 m+n = k + 2 J+fc y 0 < n — k = 2 J,+fc — 2 m+n < n. Como n < 2 n < 2 m+n , entonces 
2 m+n < 2 J,+fc < n + 2 m+n < 2 m+n + 2 m+n = 2 m+n+1 . Por lo tanto m + n<j + k<m + n + 1, es 
decir j + k = m + n. Luego n — k = 2 J+fc — 2 m+n = 0, asi que n = k y consecuentemente m = j. En 
el caso n < k, hacemos el mismo racionamiento cambiando n por k y llegamos a que este caso no se 
puede presentar. 

Ahora, supongamos que Ay B son contables; entonces existen funciones inyectivas p : A —x N y 
if : B —> N. Definamos h : Ax B — >NxR, como h(a,b) = (p(a),ip(b)). Claramente h es inyectiva. 
Por lo tanto la funcion / o/i:ixB-)Nes inyectiva, lo que prueba que Ax B e s contable. □ 

Es interesante observar que en la prueba del teorema anterior se mostro que existe una funcion 
/ : N x N —> N inyectiva. Usando el Teorema 8.27 se concluye que RxNes contable. Como 
N x {1} C N x N y N x {1} ~ N, se concluye que RxNes numerable. 
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Corolario 8.29. Q es contable. 


Prueba: Como Z y N son contables, entonces por el teorema anterior ZxN es contable. Por teorema 
anterior existe p : N — > Z x N sobreyectiva. De otro lado : Z x N — > Q dada por ip(m,n) = m/n 
es sobreyectiva. Por lo tanto, ^ o p : N —> Q es sobreyectiva, as! que Q es contable. □ 

Nota 8.30. (i) Como NcQ, entonces Q es infinito, por tanto Q es numerable. 

(ii) Por induccion se puede probar que si A\, ...,A n son contables, entonces 

Ai x A 2 x ■■■ x A n 


es contable. 

Teorema 8.31. Sean I un conjunto no vaci'o y {Ai}i £ j una familia de conjuntos contables, (i.e., 
Ai es contable para todo i £ I). Entonces 

(i) fj Ai es contable. 

iei 

(ii) Si I es contable, entonces A = (J Ai es contable. 

iei 


Prueba: 

(i) Sea ko e I, entonces f] A^ C A^ 0 , como A^ 0 es contable, entonces por teorema anterior f] A^ 

kei kei 

es contable. 

(ii) Supongamos que Ai / 0 , para todo i e I. Por teorema anterior existen funciones sobreyectivas 
g : N —> I y /* : N —> Ai para cada i € I. Definamos h : N x N — > A por h(m,n ) = f g [ m )(n), 
mostraremos que h es sobreyectiva. En efecto, sea a € A, entonces existe i € I tal que a G Ai, 
por lo tanto existen m,n € N tales que g(m) = i y fi(n) = a. Luego h(m,n) = f g ( m )(n) = 
fi(n ) = a. Ahora, como NxMes contable, existe tp : N —»• N xN sobre, por tanto hop : N -> A 
es sobre. □ 


8.3. Conjuntos no Contables 

En esta section mostraremos la existencia de conjuntos no contables, para eso comencemos con 
un ejemplo. 

Ejemplo 8.32. Sea A = {1, 2}. Entonces SP(A) = { 0 , {1}, {2}, A}. Por tanto A oo £?(A). 

El ejemplo anterior se puede generalizar a cualquier conjunto A no necesariamente finito. 
Teorema 8.33. Sea A un conjunto. Entonces A oo £P(A). 
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Prueba: Si A = 0 . Entonces &(A) = { 0 }. Luego |A| = 0 y \&(A)\ = 1, luego por corolario 
anterior A oo &(A). Supongamos que A / 0 y que A ~ &(A). Por tanto existe una funcion 
biyectiva / : A —» PA{A). Tomemos D := {a G A : a ^ /(a)}- Note que D C A y por tanto 
D G ^(A). Como / es sobreyectiva existe d £ A tal que f(d) = D. Ahora, supongamos que d E D, 
entonces por definition de D, tenemos que d f(d) = D. lo cual es absurdo. Si d ^ D. Entonces 
d G f(d) = D , lo cual tambien es una contradiction y consecuentemente A ^ PA{A). □ 

Corolario 8.34. ^(N) es no-contable. 

Prueba: Como N <^(N), entones ^(N) no es numerable. Falta probar que ^(N) no es finite. 
Supongamos que ^(N) es finite y defina T = {{n} : n E N} C ^(N). Por Teorema 8.19 se tiene 
que T es finite* sin embargo, es evidente que T ~ N, lo cual implica que N es finite. Por tanto ^(N) 
es infinito. □ 

Teorema 8.35. Para cada n E N, sea I n = [a n ,b n \, donde a n ,b n G M, a n < b n . Si I n +\ S= I n para 

cada n G N, entonces n w 0 . 

neN 


Prueba: Definamos E := { a n : n G N}. Como £ / 0 y esta acotado superiormente, por ejemplo 
b\ es una cota superior de E. entonces existe x G M tal que x = sup El. Luego a n < x para todo 
n G N. Ahora, sea m G N, entonces a m < a n+m < b n+m < b n para todo n G N, asi que b n es una 
cota superior para E. Por tanto x < b n para todo n G N. En consecuencia x G I n para todo n G N, 
luego x G H I n . □ 

neN 


La prueba del siguiente lema es dejada como ejercicio al lector. 

Lema 8.36. Si a, b G R, a < b y x G R, entonces existen c, d G M tales que c < d, [c, d\ C [a, b] y 
x ^ [c, d]. 

Teorema 8.37. [0,1] es no-contable. 


Prueba: Supongamos que [0,1] es contable. La funcion p : N —> [0,1] dada por p{n) = 1/n es 
inyectiva, asi que N ~ y>*(N) y como N es infinito, entonces y?*(N) es infinito. Como </?*(N) C [0,1], 
tenemos que [0,1] es infinito y en consecuencia numerable. Sea ^ : N —>• [0,1] una funcion biyectiva y 
x % = para cada i G N. Luego [0,1] = {x\,X 2 , x $,...}. Por el lema anterior podemos elegir a* < b\ 
tales que x\ G [ai,&i] C [0,1]. Despues de elegir a*, b \,..., a n , b n tales que a\~ < b) ; y Xk [ak,bk] 
para k = 1,2,..., n y con la propiedad [a^+i, bk+ 1 ] C [a*, bu\ para k = 1, 2,.. ., n — 1, el lema anterior 
permite elegir a n+ \ < b n+ i tales que x n+ \ ^ [a n+ i, 6 n +i] C [a n ,b n ]. De esta manera, hemos definido 
inductivamente para cada n G N un intervalo I n = [a n ,b n ] tal que I n +\ C I n y x n £ I n para todo 
n G N. Por Teorema 8.35 f] I„/0, asi que podemos tomas x G f] I n - Como 

nSN neN 


[o, i] n 



= 0 , 


entonces x ^ [0,1], lo cual es absurdo. 


□ 
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Nota 8.38. (i) Como [0,1] C R, entonces R es no-contable. 

(ii) I no es contable. Si I fuera contable, entonces R = QUl seria contable, lo cual es absurdo, ast 
que I es no-contable. 


Un conjunto A se dice que tiene menor cardinalidad que un conjunto B, lo cual denotamos 
como |A| < |£>|, si existe una funcion inyectiva de A en B que no es biyectiva de A en B. Si |A| < \B\ 
tambien escribimos \B\ > |A|. For ejemplo, como N es contable y R no lo es, no existe una function 
biyectiva entre N y R. Ademas, si definimos / : N — > R como f{n) = n se tiene que / es inyectiva y 
por tanto |N| < |R|. Adicionalmente, la notation |A| < \B\ significa que |A| = \B\ o |A| < \B\ (en 
este caso escribimos \A\ = \B\ si A ~ B). Por tanto, para verificar que \A\ < \B\ solo tenemos que 
mostrar que existe una funcion inyectiva de A en B. 

La cardinalidad de N la denotamos por Ho (que se lee aleph-cero), es decir, |N| = Ho- Lo que 
implica que si A es un conjunto contable, entonces |A| = Ho- La cardinalidad del conjunto de los 
numeros reales es denotada por c, por tanto |R| = c y ademas Ho < c. Una conjetura interesante fue 
propuesta por Georg Cantor y es la siguiente. 

Hipotesis del Continuo: No existe un conjunto S tal que Ho < \S\ < c. 

Si la Hipotesis de Continuo fuera cicrta tendrfamos que todo subconjunto no vacio de numeros 
reales seria contable o equipotente a los reales. Sin embargo, en 1931 Kurt Godel probo que es impo- 
sible probar la negation de la Hipotesis del Continuo usando los axiomas de la Teoria de Conjuntos. 
En 1963, Paul Cohen mostro algo bien interesante tambien, que la Hipotesis del Continuo no puede 
ser probada usando estos mismos axiomas. Por tanto, la Hipotesis del Continuo es indepediente de 
los axiomas de la Teoria de Conjuntos. 

Note que el Teorema 8.33 nos dice que si A es cualquier conjunto, entonces |A| < \&(A)\. Por 
tanto se tiene la siguiente secuencia 


H 0 < c < |^(R)| < |^(^(R))| < |^(^(^(R)))| 


8.4. Ejercicios 

1. Sean m, n G N. Si J m ~ J n , entonces m = n. 

2. Sean a, b G R, a < b y x G R. Muestre que existen c, d G R tales que c < d, [c, d] C [a, b] y 
x [c, d]. 

3. Sean A,B,C,D conjuntos tales que AC\B = 0 = Cr\D, A ~ C y B ~ D. Muestre que 

du5~ Cud. 

4. Muestre que si (A — B) ~ (B — A), entonces A ~ B. 
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5. 

6 . 
7. 


9. 

10 . 


11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 


16. 


Sean A,ByC conjuntos finitos. Muestre que 

\AUBUC\ = \A\ + \b\ + \c\ - \An b\ - \Anc\ - \b nc\ + \An b nc\. 


Sea f : X —tY una funcion inyectiva. Si Y es finito, muestre que X es finito y \X\ < |Y|. 

Sea g : X —)• Y una funcion sobreyectiva. Si X es finito, muestre que Y es finito y |Y| < \X 
(Sugerencia: Use el hecho que g tiene inversa a derecha si y solo si g es sobreyectiva) 


Sean k > 2 y X\, X2, X3, ..., X^ conjuntos finitos no vacfos, disjuntos dos a dos tales que 
| Xi\ = rrii , para i = 1,2, 3,..., k. Entonces Ut=i Xi es finito y | IjLi x i\ = Yn =1 m i- 

Sean k > 2 y Xi,X2,X3, ..,Xk conjuntos finitos no vados tales que \Xi\ = m*. Muestre que el 
producto cartesiano Iik =l Xi es finito y |n| =1 Yj| = to 1 m2 m3 • • • to*,. 

Sean n > 1 y ^ : J n N una funcion biyectiva. Definamos ip : J n - 1 —> N por: 


(p{k) 


V’(fc) -1, 


si 'ip(k) < ip{n), 
si ip(k) > ip(n). 


Probar que ip es biyectiva. 


Si E es un conjunto infinito, entonces E tiene un subconjunto numerable. 

Sugerencia: Demuestre por induction que para todo n G N, E tiene un subconjunto equipotente 
con J n . 


Si E es un conjunto, entonces E es infinito si y solo si E es equipotente a un subconjunto 
propio de E. 

Sea A un conjunto numerable, muestre que A U {x} es numerable. 

Sea A un conjunto numerable y B un conjunto finito, muestre que A U B es numerable. 
Demostrar: 


a) Si E es un conjunto, entonces no existe una funcion sobreyectiva de E en &(E). En 
particular, si E es numerable, entonces 3*(E) es no c.ontable. 

b) Si E es el conjunto de todas las funciones de N en {0,1}, es decir, todas las sucesiones de 
ceros y unos, entonces E es no c.ontable. 

Numeros Algebraicos y Trascendentes. Un numero real x se dice algebi'aico si existe un natural 
n, y enteros ao, ai,..., a n , a n / 0, tal que 


a n x n + • • • + a±x + ao = 0. 


Decimos que x es trascendente si no es algebraico. Probar que: 

a) El conjunto de los numeros algebraicos es contable. 

b) El conjunto de los numeros trascendentes es no contable. 
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17. Sea / : [0,1] — > M. Supongamos que existe M > 0 tal que para toda election finita de puntos 
X\,X 2 ,• ■ ■, x n del intervalo [0,1], 

\f(xi) H-f f(x n )| < M. 

Probar que el conjunto E := {x £ [0,1] : f(x) / 0} es contable. 

18. Si A es un conjunto contable y B es un conjunto no contable, probar que B\Aes equipotente 
a B. 

19. Sea E el conjunto de todas las funciones de M en M. Probar que E oo M. 

Sugerencia: Suponga que E ~ M. Sea / : M —> E una fucion biyectiva. Si a G M, sea g a '■= f(a) 
el elemento de E que corresponde al real a. Considere h : M —>• M definida por h(x) = l + g x {x) 
para i€ly pruebe que h ^ E. 

20. Sean X un conjunto no vado y / : N —> X una funcion. Si /*(N) es finito, muestre que existe 
xq € /*(N) tal que /*({xq}) es infinito. 




Capitulo 9 


Los Numeros Complejos 


El primer encuentro que tenemos con los numeros complejos es en la secundaria, cuando intent a- 
mos hallar raices para las ecuaciones cuadraticas. En ese momento se introduce la unidad imaginaria 
i = v/—l y simplemente aprendemos a lidiar con ella de manera formal, entendiendo c.iertas inno- 
vaciones que nos permiten hallar las raices de cualquier ecuacion de orden dos. En este capitulo, 
queremos ver los numeros complejos como un campo y familiarizarnos con aquellas nuevas propie- 
dades que lo hacen diferente de los numeros reales. Los numeros complejos son una extension de 
los reales y a diferencia de estos ultimos contienen todas las raices de cualquier polinomio sobre 
los reales o los complejos. Se cree que el primer matematico en usar los numeros complejos fue el 
italiano Girolamo Cardano (1501-1576) quien los utilizo en la formula que se tiene para resolver 
ecuaciones cubicas. Las palabras “numero complejo” fueron introducidas por el matematico aleman 
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) quien uso los complejos en casi todas la areas de la matematica 
desde el Agebra hasta la Geometria No Euclidiana, lo que abrio el camino para el uso general y 
sistematico de estos nuevos numeros. En este capitulo solo estaremos interesado en las propiedades 
algebraicas de los complejos, no estaremos interesado en su topologia o temas de ese tipo, eso se 
hara en cursos mas avanzados. Comenzaremos con unas definiclones basicas. 


9.1. Algebra de los Numeros Complejos 


Consideremos la ecuacion 

x 2 + 1 = 0 (9.1) 

Supongamos que t 6 M es solution de (9.1), entonces t 2 + 1 = 0, por lo tanto t 2 = —1. Si t > 0, 
entonces t 2 > 0 > —1. Si t = 0 > — 1 y si t < 0, entonces t 2 > 0 > —1, en cualquier caso t 2 / —1. 
En consecuencia no hay un numero real x € M tal que x 2 + 1 = 0. Una solution para (9.1) seria un 
numero i tal que i 2 = — 1 , como hemos visto anteriormente i no puede ser real. 

En este punto vale la pena recordar que M 2 es el conjunto de todas las parejas de numeros reales 
(a, b ) que satisfacen (a, b ) = (c, d) si y solo si a = c y b = d. Lo que haremos sera, dotar a M 2 de 
una estructura de campo escogiendo de forma adecuada, la suma, y la multiplication. Definiremos la 


139 



140 


Capitulo 9. Los Numeros Complejos 


suma de (a, b ) y (c, d) como la pareja 

(a, b ) + (c, d) = (a + c, b + d). 

El producto de las parejas anteriores se define como 

(a, b) • (c, d) = (ac — bd , ad + 6c). 

Definition 9.1 (Numeros Complejos). El conjunto de los numeros complejos, el cual denotamos 
por C, se define como M 2 dotado de las operciones suma y multiplicacion dadas anteriormente. 

Es facil ve que C es un campo, donde la unidad aditiva es (0, 0) y la unidad multiplicativa es (1,0). 
El inverso aditivo de (a, b ) es (—a, —b) y si (a, b) / (0,0) su inverso multiplicative es (yrpp 5 ~ a 2 +& 2 )• 
Como veremos de aqui en adelante C es estructuralmente mas rico que M 2 . Los elementos de C los 
llamaremos numeros complejos. 

Consideremos la funcon H : M —> C definida por H(x) = (x, 0). Esta funcion es un monomorfismo, 
es decir, 

■ H es inyectiva 

■ H(x + y) = H{x) + H(y ), H(xy) = H(x) • H{y) 

■ H(0) = (0,0) y H(l) = (1,0). 

De aqui en adelante identificaremos a cada elemento i£l con H(x) = (x,0), en particular, 0 sera 
indentificado con H( 0) = (0,0) y 1 con H( 1) = (1,0). Denotaremos por i al numero complejo (0,1). 
Con estas convenciones, se tiene que para reales x, y 

(x,y) = x + iy. 

En efec.to x + iy = (a,0) + (0,1) (y, 0) = (x,0) + (0,y) = (x,y). La expresion a + bi se llama 
forma normal de un numero complejo. Al numero real a se le llama parte real de a + bi y lo 
denotamos a = Re(a + bi). Al numero real b se le llama parte imaginaria de a + bi y lo denotamos 
por b = Im(a + bi). 

La igualdad en los complejos es la misma que en M 2 , sin embargo vale la pena observar como 
queda esta con la identification hecha arriba. 

Definicion 9.2 (Igualdad de Complejos). Decim.os que dos numeros complejos a + bi y c + di son 
iguales, y escribimos a + bi = c + di, si a = c y b = d. 

Nota 9.3. Dados z, w G C, en lugar de z + {—vj) escribimos z — w. Muchas veces tambien escribimos 
zw en vez de z ■ w. 

A continuation enunciamos algunas consecuencias para los numeros complejos que se tiene por ser 
C un campo, la prueba es dejada como ejercicio. 

Proposition 9.4. Si z,w,y G C, entonces 
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(v) Si z ■ y = 0, entonces z = 0 6 y = 0 
(vi) Si z + y = z + w, entonces y = w 
(viz) Si zy = zw, z 0, entonces y = w 


(i) z- 0 = 0 
(a) —z = (—i )z 
(in) z(—y) = ( -z)y = -(zy) 

(iv) (—z)(—y) = zy (vizi) Si z / 0, entonces (z~')~" = z. 

Definicion 9.5. Sean z, w G C, con w 0. Se define el cociente de z y w, denotado z/w o como 

z/w = z ■ w~ l 


■-1M 


_i -i 1 

De la definicion se deduce que z =1 • z =-. 

z 

Proposicion 9.6. Si z i, Z 2 , Z 3 , Z 4 G C, con Z 2 0 y Z 4 0, entonces 


(i) (z 2 z 4 ) 1 = z 2 1 z 4 1 


z 1 

(n) = Zl 


(in) 


z 1 Z 3 z 1 • z 3 


Z 2 ^4 Z 2 ■ Z4 


.. . Z! Z 3 Z! + Z 3 

(tv) —h—= - 

Z2 Z2 Z 2 

. Z! Z 3 Z1Z4 + Z 2 Z 3 

( V ) -+-= - 

Z 2 Z4 Z2Z4 


Zl 

(vi) Si z 3 fi 0 , — = 


Z1Z4 


(vn) — 

\ ^4 / 


-1 


Z3 Z2Z 3 
Z4 

Z4 

Z2 


, Z 2 ~ Z2 Z 2 

(vm) -= -= - 

Z4 Z4 —z 4 


De igual forma como se definio potencias en un campo F se define en C asi, 

Definicion 9.7. Dados n G N y z G C, definimos z 1 = z y z n+1 = z n ■ z. Si z 0, definimos 

z~ n = ( 2 _1 ) n y z° = 1. 


9.2. Complejos Conjugados. Modulo de Complejos 

Definicion 9.8. Sea a + bi un numero complejo. 

(i) Definimos el conjugado de a + bi, denotado a + bi, como a + bi = a — bi 

(ii) Definimos el valor absoluto 0 modulo de a + bi, denotado por \a + bi\, como la razz cuadrada 
del num,ez'o real a 2 + b 2 , es decir, 

| a + bi\ = \/ a? + b 2 

Nota 9.9. Si z = a + bi, entonces z -z = (a + bi)(a — bi) = a 2 + b 2 , lo que implica que \z \ 2 = z ■ z. 
Por lo tanto \z\ = \Jz ■ z. 

Proposicion 9.10. Si w y z son numeros complejos, entonces: 
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(*) ( z ) = z 
(a) z + w = z + w 
(Hi) z ■ w = z-w 


(■ iv) z — w = z — w 


( v ) Si z f 0 , entonces 



w 

~z 


Prueba: Solo demostraremos (ii), el resto de la prueba es dejado al lector. Sean z = a + bi y 
w = c + di. Entonces 


z + w = (a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i = (a + c) — (6 + d)i = (a — bi) + (c — di) = z + w. 

□ 


Proposicion 9.11. Si w y z son niim.eros 

(■ i ) |z| = 0 si y solo si z = 0 . 

(ii) \z\ = \z\. 

(Hi) \zw\ = |z||w|. 


complejos, entonces: 

(iv) \z + w\ < \z\ + |ic|. 

(v) Si z ^ 0, entonces \w/z\ = |ic|/|z 
(vi) \z\ — |tc| < \z — w\. 


Prueba: Solo mostraremos (iv), el resto de la prueba es dejada al lector. Note que 
| z + iv\ 2 = (z + w)(z + w) = (z + w)(z + w) = \z\ 2 + zw + zw + |ic| 2 . 

Observe que zw = zw v ademas que para cualquier complejo z se tiene que z + z = 2 Rez. Por tanto 

\z + w\ 2 = \z\ 2 + 2Re(zw) + \w\ 2 . 

Note tambien que para cualquier complejo a se tiene que Rea: < |Rex| < \z\. De donde se sigue que 
\z + w\ 2 < \z\ 2 + 2\zw\ + \w\ 2 = \z\ 2 + 2 |^|| 1 ZJ| + \w\ 2 = (|z| + |u;|) 2 . 

Lo que muestra el resultado deseado. □ 

Ejemplo 9.12. Hallar el modulo del complejo z = - 1 + ^dd+') 


Solucion: 

, _ |4 + 3i||l + *| _ \/25v/2 _ 

|i-7*| ' 

Nota 9.13. Vale la pena notar' que no es posible definir un orden en los complejos que sea com¬ 
patible con su estructura algebraica. Para mostrar esto, razonemos por el absurdo y asumamos que 
hem,os posido definir un orden el los complejos que denotam.os por <C, luego <C satisface tricotomia, 
transitividad y monotonia de la sum,a y el producto. Como i f 0, se tiene que 0 < i 2 = —1. Entonces 
0 <C — 1 y de igual forma se muestra que 0 <C 1. Por tanto, 0 <C —1 +1 = 0, lo cual es absurdo, pues 
0 = 0 . 
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9.3. Raices Cuadradas de un Complejo 

Encontrar las raices cuadradas de un complejo z equivale a resolver la ecuacion X 2 — 2 = 0. El 
algoritmo para resolver la ecuacion antes mec.ionada esta expresado en el siguiente resultado. 

Proposicion 9.14. Sea z = a + bi un numero com.plejo, entonces: 

(i) Si b > 0, las dos raices de la ecuacion X 2 = a + bi vienen dadas por 



(ii) Sib < 0, las dos raices de la ecuacion X 1 = a + bi vienen dadas por 



(Hi) Si 6 = 0, la ecuacion X 2 = a + bi, se reduce X 2 = a, cuyas raices son: 

(а) Si a > 0, X = ±y/a. 

(б) Si a < 0, X = ±iy/—a. 


Prueba: Sea X = x + yi, entonces por hipotesis (x + yi ) 2 = a + bi, de donde se sigue que x 2 + 
2 xyi — y 2 = a + bi. Por igualdad de complejos se obtiene 

x 2 — y 2 = a y 2 xy = 6. 

Como (x 2 + y 2 ) 2 = (x 2 — y 2 ) 2 + 4 x 2 y 2 , entonces (x 2 + y 2 ) 2 = a 2 + b 2 y como x 2 + y 2 > 0, se tiene 
que 

x 2 + y 2 = \/a 2 + b 2 . 

Como x 2 — y 2 = a , entonces x 2 = a + y 2 , luego 2 y 2 = \J 0 ? + b 2 — a, de lo que se obtiene 

y = ± 

Ademas y 2 = x 2 — a, entonces x 2 + x 2 — a = \Ja 2 + b 2 . Luego 

x = ± 




Como 2 xy = 6, entonces los signos de x e y dependen de 6. Si 6 > 0, entonces .T>0yj/>06r<0 
y y < 0. Si 6 < 0, entonces r<0yi/>06x>0yy<0. □ 
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Nota 9.15. Si x\ es una razz cuadrada de un complejo z / 0, entonces —x\ tambien lo es. Luego 
las razees de la ecuacion cuadrdtica Ax 2 + Bx + (7 = 0, donde A, B y C son numeros complejos, 
vienen dadas por: 

-B±W 


x = 
?2 


2A 


donde W es una razz de la ecuacion y 2 = B 2 — 4AC. 
Ejemplo 9.16. Encontrar las razees cuadradas de z = 4 + 3i. 


Solucion: Basta resolver la ecuacion ar = 4 + 3. En este caso a = 4y6 = 3>0. Luego 


x = ± 


V16 + 9 + 4 /v/16 + 9 — 4 

2 + 1 2 

l\ 


= ± I —j= + L 

>/ 2 , 

Ejemplo 9.17. Resolver la ecuacion x 2 — (1 + i)x + (6 — 2 i) = 0. 


Solucion: En este caso en A = 1, B = — (1 + i) y C = 6 — 2i. Luego las raices vienen dadas por 

(1 + i)±W 


x = 


donde W es la raiz de y 2 = —24 + lOi Pero 


\Ja 2 + b 2 + a I V a 2 + b 2 — a 
y = ± I \l -s-h i\ 


Luego W = 1 + hi, —w = —(1 + hi). Asi que 

(1 + *) + (1 + hi) 

X'l = --- = 1 + 6l V X2 = — il 

Nota 9.18. Com.o es sabido en los reales la ecuacion x 2 = y, con y un real positivo, tiene dos solu- 
ciones. En este caso escogimos la solucion positiva y la llamamos la razz de y. Todas las propiedades 
usuales de la radicacion se satisfacian sin ningun problem,a. Lo anterior no sucede en los comple¬ 
jos. No importa cual razz se escoja, las pi'opiedades de la radicacion no se satisfacen en general, en 
los ejercicios invitamos al estudiante a com.probarlo. La misma observacion aplica para las raices 
n-esimas, es decir para la soluciones de la ecuacion x n = y. 


9.4. Forma Trigonometrica de un Complejo 


Considere z un complejo diferente de cero. Siempre es posibles expresar z en su forma polar, 

z = |z| (cos 0 + i sin 0), 


(9.2) 
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donde 9 es un numero real: si z = x + iy, simplemente escoja cualquier 9 tal que cos (9) = x/\z\ y 
sen(0) = y/\z\. For ejemplo 1 + i tiene la representation polar 

l + i= \/2(cos(7r/4) + i sen(7r/4)). 

Cada numero real 9 para el cual se satisface (9.2) es llamado un argumento de z. Geometricamente, 
9 proporciona la rnedida en radianes del angulo medido desde el eje positivo real a el vector que 
representa a z en el piano complejo. 

Como para todo m G Z 


cos(2t77.7t + a) = cos a 
sin(2m.7r + a) = sin a 

entonces arg z puede tomar muchos valores, por tanto arg z es en realidad un conjunto. Si asumimos 
que uno de los argumentos de z es conocido, digamos 9q, entonces 

arg z = {^o + 2A:7 t : k es un entero}. 

Por tanto, es conveniente tomar un micmbro especial de este conjunto, el unico argumento 9 de z en 
—7r < 9 < 7r, en este caso 9 es llamado argumento principal de z y por simplicidad, lo denotaremos 
corno Argz. 

Dado z = x + iy, con z / 0, podemos determinar el argumento de z de la siguiente forma: 
primero determinamos el angulo w tal que w = Arcsen {y/\z\) . Luego 

(i) Si x > 0, elegimos 6 = w 
(ii) Si x < 0 y y < 0, elegimos 6 = —7r — w 
(Hi) Si x < 0 y y > 0, elegimos 6 = it — w. 

Aqui, para cada t en [—1,1], Arsen(f) es el unico numero u en [7 t/2,7t/ 2] tal que sen(it) = t. 

Ejemplo 9.19. Exprese en forma trigonom,etrica los siguientes los numeros complejos z = —3, 
z = 7i y z = — 8 — 8\/3 i. 

Solucion: 

(i) z = —3. En este caso r = \z\ = 3 y y = 0, luego w = Arcsen(0) = 0, asi que 0 = 7r — 0 = ir, 
entonces z = 3(cos(7r) + i sen(7r)) 

(ii) z = 7 i. En este caso r = \z\ = 7 y y = 7, luego w = Arcsen(l) = 7 t/ 2, lo que implica que 
9 = \, entonces z = 7[cos(|) + i sen(|)] 

(in) z = — 8 — 8\/3 i. En este caso r = \z\ = 16 y y = —8a/ 3, luego w = Arcsen( — \/3/2) = —27 t/ 3, 
entonces 6 = — n — ^ asi que z = 16[cos(^| ZL ) + i sen(=| E )]. 
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9.5. Formula de Moivre 


Sean z\ = ri(cos#i + i sen#i) y Z 2 = r 2 (cos# 2 + i sen# 2 )- Entonces 

z 1 • Z 2 =rir 2 (cos#i + i sen#i)(cos# 2 + i sen# 2 ) 

=rir 2 [(cos 6 \ cos 62 — sen#isen# 2 ) + i(cos #isen# 2 + i sen#i cos 62 )] 
=?’ir 2 [cos(#i + 62 ) + i sen(#i + 82 )] 


Luego 


zi ■ z 2 = rir 2 [cos(0i + 0 2 ) + * sen(#i + 8 2 )\. 
De forma inductiva se muestra que 


zi ■ z 2 ■ ■ ■ z n = ri ■ r 2 ■ ■ ■ r n [cos(0i + 0 2 H-h 9 n ) + i sen(6»i + 0 2 H-h 6 n )] 

Por tanto si \z\ = r y 6 = Argz, entonces 

z n = r n [cos(nO ) + i sen(n0)]. (9.3) 

Si tomamos \z\ = 1, entonces z = cos 8 + i sen# y en consecuencia 

z n = cos (nd) + i sen (n8) 

Usando la formula (9.3) se sigue la importante identidad conocida como Formula de Moivre: 

(cos# + i sen 8 ) n = cos {nd) + i sen (n#), para todo n € N. 

Ahora suponga que Z 2 / 0, entonces 

z 1 ri(cos #1 + i sen # 1 ) ri(cos #1 + i sen #i)(cos #2 — i sen # 2 ) 

Z 2 r 2 (cos #2 + i sen # 2 ) r 2 (cos #2 + i sen # 2 ) (cos #2 — i sen # 2 ) 

r\ (cos #1 cos #2 + sen #isen # 2 ) + i(— cos #isen # 2 + sen #1 cos # 2 ) 
r 2 cos 2 #2 + sen 2 # 2 


Luego 


Note que 


— = — [cos(#i - # 2 ) + i sen(#i - # 2 )]. 
^2 V2 


1 


cos(0) + i sen(0) 


= cos(—#) + i sen (— 8 ). 


cos # + i sen # cos # + i sen # 

Entonces (cos# + i sen #) _1 = cos(—#) + i sin(—#) y ademas 

(cos# + i sen 8 )~ n = [(cos# + i sen #) -1 ] n = [cos(—#) + i sen(—#)] n = cos(— n&) + i sen(—n#). 


Luego se tiene la Formula de Moivre: 


(cos# + i sen 9) m = cos (to#) + z sen(m#), para todo m € Z. 




9.6. Resolution de la Ecuacion x n — z = 0 
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9.6. Resolucion de la Ecuacion x n — z = 0 


Veremos enseguida que la ecuacion 

x n -z = 0 (9.4) 

donde z € C, z / 0 y n € N, es soluble en C y que tiene exactamente n-soluciones (0 rai'ces distintas). 
Para eso usaremos el siguiente teorema de Teona de Numeros, el cual ya fue probado en los ejercicios 
del Capitulo 7. 

Teorema 9.20 (Algoritmo de la Division). Si a,b £ h y b ^ 0, entonces existen q,r £ Z unicos, 
tales que 

a = bq + r, con 0 <r<| 6 |. 


Para hallar las raices de x n — z = 0, considere 9 = Argz, 

z = r(cos 9 + i sen 6 ) y x = R (cos p + i sen p). 

Luego 

(R (cos 99 + % sen p)) n = r(cos9 + i sen 9). 

Entonces usando la Formula de Moivre se tiene que 

R n (cos(mp) + isin(n<^)) = r(cos@ + isin0). 

Por igualdad de complejos R n = r y nip = 9 + 2k-K, con k £ Z. Por lo tanto R = y/r y ip = 
k £ Z. En resum en 


9 + 2kir 


n 


x = <jr 


9-\-2kir\ f9 + 2kTi 

cos | - I + 1 sen 


n 


n 


k £ Z. 


Ahora veremos que el numero de soluciones distintas de (9.4) es n. En efecto, como k £ Z y n £ N, 
por el Teorema 9.20 existen q,l £ Z con 0 < l < n tales que: k = nq + l. Entonces 


9 + 2kTT 9 + 2 (nq + l)ir 9 + 2lir 


n 


n 


n 


+ 2 qir. 


Por lo tanto 


/ 9 + 2 /c7t\ ( 9 + 2/7 t\ ( 9 + 2,kir\ ( 9 + 2lir' 

cos I -I = cos I -I y sen -) = sen [ - 


n 


n 


n 


n 


Lo anterior dice que para todo k £ Z, existe l £ {0,1, ■ ■ ■ , n — 1} tal que 

'9 + 2kir\ [9 + 2 kn\ f9 + 2 lir\ {9 + 2 hr 

cos | - I + 1 sen - = cos - + 1 sen 


n 


n 


n 


n 


Por tanto a lo sumo hay n-soluciones distintas de (9.4). 

Ahora, considere &i, € {0,1, ■ ■ ■ , n — 1 } con k\^k^y consideremos 


x kl = y/r 


f 9 + 2/ci7t\ ( 9 + 2£q7r' 

cos I - + i sen - 


n 


n 




148 


Capitulo 9. Los Numeros Complejos 


x k 2 


9 + 2/c2vr' 


cos 


+ i sen 


6 + 2k2n 


n 


n 


Si Xk x = Xk 2 , entonces existe s € Z tal que 


8 + 2k\Ti 9 + 2/C27T 

- =-b 2.S7T. 

n n 

Luego 9 + 2/ci7r = 9 + 2/^ + 2sn7r y consecuentemente Aq — &2 = ns, lo cual es imposible ya 
que 0 < Aq < n — 1 y 0 < k 2 < n — 1 luego — (n — 1) < k\ — k 2 < (n — 1). Asi al sustituir 
k = 0,1, • • • , n — 1 en (9.4) se obtiene una solution distinta de (9.4). 

Teorema 9.21. Todas las soluciones de x n = r(cos8 + i sen 9), (r > 0 y 9 = Arg z) vienen dadas 
por 

\ , donde k = 0,1, ■ ■ ■ , n — 1. (9.5) 

Ademas, si ki / kj, entonces x^ / Xk y 


Xk = \fr 


8 + 2k , n\ . (9 + 2/c7r 

cos | - | + i sen 


n 


n 


La n—esima rafz de z obtenida al hacer k = 0 en la ecuacion (9.5) es llamada la n —esima rafz 
principal de 2 . La notation ^fz esta reservada para esta raiz especial, lo cual es consistente con la 
notation ^[r en la ecuacion (9.5), la cual indica la unica raiz real de r = \z\. Como (9.5) no es valida 
para z = 0, acordamos que ^0 = 0 y ademas yfz = \fz. 

Ejemplo 9.22. Resolver x 3 = 8 i. 


Solucion: Note que 8i = 8 cos (f) + ?’sin (|) , entonces xq = \/3 + i, x\ = — \/3 + i y xq = —2 i. 


9.7. Representation Geometrica de las Rafces 


Si 2 = r(cos 8 + i sin 9), con 9 = Argz, entonces las raices de la ecuacion x n — z = 0 vienen dadas 


por 


x = 


cos 


9 + 2kir 


n 


+ i sin 


8 + 2kn 


n 


Asi ciue todas tienen modulo \fr, es decir, se encuentran en la circunferencia de radio R = \fr y 
centro en el origen. Ademas el angulo entre dos raices consecutivas es 


9 + 2 (j + 1)7T 9 + 2j7T 27T 

n n n 

Como son n raices, entonces son n angulos y por lo tanto la suma de sus medidas es 27 t. Asi que 
geometricamente las raices parten a la circunferencia de radio R = \Jr y centro en el origen en n 
arcos iguales. 

Ejemplo 9.23. Representar las raices de x :i = 8 i las cuales son: xq = \/3 + i, x\ = — y/3 + i y 
xq = —2 i. 




9.8. Las Raices n-esimas de la Unidad. 
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9.8. Las Raices n-esimas de la Unidad. 


Encontrar las raices n-esimas de la unidad, significa encontrar la solution de la ecuacion 

x n - 1 = 0. 

Como 1 = cosO + i sen 0, entonces 


Xk = cos 


2/c7t' 


n 


+ i sen 


2kn 


n 


con k = 0,1, • • • , n — 1. For la formula de Moivre tenemos que 


cos 


2kn 


n 


+ i sen 


2L’7t' 


n 


2n 


2n 


cos — +1 sen — 


n 


n 


Luego 


Xk = 


2t r' 


27T ' 


1 k 


cos — +1 sin — 


n 


n 


con k £ {0,1, 2,..., n — 1}. Las raices son precisamente w°, w, w 2 , ■ ■ ■ ,w n 1 , donde 


2tC 


2tT 


IV = cos — + 1 sin — 


n 


n 


Lo anterior se puede emplear para resolver la ecuacion 

x m + x m ~ l 4-h x + 1 = 0. 

En efecto: Claramente 

x m +1 - 1 = ( x - l)(x m + .x"*- 1 + • • • + x + 1). 

Como 1 = w°,w, w 2 , • • • , w m son las raices de x m+1 — 1 = 0, entonces 

0 = (u;*)"^ 1 - 1 = ( w k - l)[(u> fc ) m + (w k ) m ~ l + • • • + (w k ) + 1], 
para k = 0,1, • • • , m. Si k > 1, entonces w k / 1, luego 

(■ w k ) m + {w k ) m ~ l + • • • + ( w k ) + 1 = 0, 
para todo fc = 1,2,--- , in. For tanto w, w 2 , ■ ■ ■ , w m son raices de 

x m + x m -1 + ... + x + x = 

Y son todas ya que si hubiera otra diferente de ellas, entonces tambien lo seria de x m+l — 1 = 0, lo 
que no es posible. 


En conclusion para resolver la ecuacion x m + x m 1 4- \- x + 1 = 0 basta resolver x m+1 — 1 = 0 

cuvas raices son w°, w, w 2 , ■ ■ ■ , w m donde 


2vr 


w = cos 


m + 1 


+ i sen 


2vr 


m + 1 


y de estas w, w 2 , • • • , w m son las raices de x m + x m 1 + • • • + x + 1 = 0. 
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Ejemplo 9.24. Resolver la ecuacion x 3 + x 2 + x + 1 = 0. 


Solucion: Basta resolver x 4 — 1 = 0 cuyas ralces vienen dados por 

/ 2/c7t\ 

x = cos —— + i sen 

V 4 ) 

donde k = 0, 1 , 2 , 3 . Substituyendo k se tiene que xo = l,xi = i,x 2 = —1 y X 3 = —i. As! las ralces 
de x 3 + x 2 + x + 1 son i, — 1 3^ —i. 



9.9. Ejercicios 

1. Sea z £ C, pruebe que 

a ) z n = (z) n , para todo n £ N. 

b) Si z / 0, entonc.es z _1 = (z ) _1 . 

c) Si z / 0, entonces z~ n = (z)~ n , para todo n £ N. 

d) \z n \ = \z\ n , para todo n £ N. 

e) Si z 7 ^ 0, entonces Iz^ 1 ) = \z\~ x . 

/) Si z / 0, entonces |z _n | = |z|~ n , para todo n £ N. 

2. Muestre que arg(z^ 1 ) = — argz y arg (zw) = argz + arg w. Sin embargo, en general no es 
cierto que Arg(z _1 ) = —Argz y Arg (zw) = Argz + Argw. 


3. Muestre que si z es un complejo no nulo, entonces 

{ 2 arctan ( p Iu A , 
VRe,+k| 

7b 


si z ^ ! 
si x £ 


Aqul denota los numeros reales negativos. 

4. Si |z| = 3 ;.Cual es el valor maximo que puede tomar |1 + z + z 3 | ? 

5. Muestre que si z = z, entonces z £ M. 

6 . Sean z,w complejos. Muestre que |z| — \w\ <\z + w\ y ||z| — |w|| < |z±re|. 

7. Resuelva las siguientes ecuaciones: 

a) x 2 — 1 — \/3 i = 0 . 

b) x 2 + 2 ix —1 = 0 . 

c) x 2 — (2 + 3 i)x — 1 + 3i = 0. 

d) ix 6 + 4i = 0. 

e) x 5 + x 4 + x 3 + x 2 + x = 0. 
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8 . Muestre la llamada Ley del Paralelogramo para los complejos z, w, esto es, 

\z + w\ +\z — w\ = 2\z\ +2\w\ . 

9. Dados z / 0 y w / 0, muestre que |z + w\ = \z\ + |ic| si y solo si w = tz para algun t > 0. 

10. Sea c un numero complejo tal que |c| < 1. Muestre que \z + c\ < |1 + cz\ si y solo si \z\ < 1. 
;.Cuando se tiene la igualdad? 

11. Muestre la identidad de Lagrange: Para z±, Z 2 , ■ ■ ■ , z n y w\, W 2 , ■ ■ • , w n en C. 

^2 z kw k = f \z k \ 2 ) i^m 2 

k =1 \k =1 / \k= 1 

Usando el resultado anterior, pruebe que 

n / n \ 2 / n 

J2 z kW k < [J2\zk\ 2 ) \wk\ 2 

k= 1 \k= 1 / \/c=l 



- ^2 \ Z k W 0 - Z j W k 

1 <k<j<n 



a) z = i(z — 1) 

b) z 2 z = z 

c) \z + 3*| = 3|z| 

16. Sea z = cos 6 + isend, muestre que z m + z~ m = 2 cos(m0), para todo m entero. 


17. Encuentre numeros reales x e y satisfaciendo cada una de las siguientes ecuaciones 

x I y _ 5+6 i 
1+2 i ~ 3+2i — 8i—1 

6 ) *-^= 2 = 5 * 
c) x + yi = (1 — i) 4 
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18. Sean a, b, c numeros reales con a / 0 y b / c. Si + yyyy, encuentre \z\ 2 . 

19. Suponga que | z + ai\ = \ z + bi\ donde ay b son numeros reales distintos. Muestre que z — z = 
— (a + b)i. 

20. Suponga que 4| z + 1| = \z + 16|, muestre que \z\ = 4. 

21. De una description geometrica de los siguientes conjuntos 

a) A = {z : \z — 1| = \z — i|} 

b) A = {z : (1 + %)z + (1 — i)z = 1} 

c) A = {z : zz + iz — iz — 3 = 0} 

22. Muestre que si z ^ —1 y \z\ = 1, entonces 2Arg(l + z) = Arg(z). 

23. Suponga cjue Rez > 0, muestre que \z + \/z 1 — 1| > 1, y la igualdad solo se presenta si z es un 
real en (0,1]. 

24. Muestre que en general no es cierto, para numeros complejos z y w, que y/zw = \fz\fw. 

25. Sean z y w numeros complejos diferentes de cero, muestre que 


26. ;.Para que numeros complejos z es cierto que 

27. Muestre que el sistema de matrices de la forma especial 



I JL - I I \ ^ 1X7 

\Z + w\> -(|z| + M) 7-7 + T-T 





Capftulo 10 


Polinomios 


Todas las personas que han pasado por la secundaria sabe lo que es un polinomio con solo verlo. 
En terminos generales un polinomio es una expresion matematica la c.ual tiene un conjunto finito 
de variables y contast.es relacionadas con las operaciones basicas de suma, resta, multiplication y las 
variables tienen como exponentes enteros positivos. El estudio de los polinomios se remonta a los 
antiguos Egipcios y Babilonios quienes eran capaces de resolver ecuaciones de la forma ax = b , ax 2 + 
bx = c y x 2 + y 2 = z 2 , y el metodo inventado por ellos es casi el mismo que se usa en la actualidad. 
Es claro que el desarrollo subsecuente que tuvo la teoria de polinomios dio origen a lo que en la 
actualidad llamamos Algebra y las hermosas conecciones que existen con la geometria, como lo son 
la Geometria Analftica y Algebraica. Los polinomios son de mucha utilidad en areas como Analisis 
Numerico, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Mecanica Cuantica, Espacios de Hilbert y otras 
donde usualmente son utillizados para aproximar todo tipo de funciones, los mas conocidos son los 
polinomios de Hermite, Legendre, Laguerre y Chebyshov. En este capftulo estudiaremos polinomios 
sobre los numeroa reales y complejos, nos centraremos en la existencia de rafces, factorization y 
division sintetica. 


10.1. Definiciones Basicas 


Sean (Fi;+,-) y (i^i+r) dos campos, con F 2 C F\. x una variable cuyo universo es F \, n un 
entero positivo y las constantes ao, ai, • • • , a n son elementos de F 2 . 


Definicion 10.1 (Polinomio). Un polinomio en x £ F\ sobre el campo F 2 , se denota por P(x) y 
esta definido por 

P{x) = a n x n + a n _ \x n ~ l H-h a\x + a 0 . (10.1) 

En el polinomio P(x), ai es el coeficiente de x l ,i = 0,1,2, ■ • * , n, a n es el coeficiente principal y ao 
es el coeficiente final 0 termino constante. 

Si F\ = F 2 = C, llamamos a P(x) un polinomio complejo. Si F\ = F 2 = M, llamamos a P{x) un 
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polinomio real. Los siguientes son ejemplos de polinomios 

P(x) = (2 + i)x 4 — V3x + 4, Q(x) = x 2 — \[2x — 5, R(x ) = 5. 

Definicion 10.2 (Grado de un polinomio). Si en el polinomio P(x), dado en (10.1), se tiene que 
a n / 0, entonces P(x) es un polinomio de grado n en x. 


En el ejemplo anterior P(x) es un polinomio de grado 4, Q(x) es un polinomio de grado 2 y R(x) 
es un polinomio de grado cero. 

Definicion 10.3. Si todos los coeficientes en el polinomio P(x) dado en (10.1) son cero, decimos 
que P(x) es el polinomio nulo. Seguimos la convencion de no asignar grado al polinomio nulo. Si 
7i = 0 y ao ^ 0, ento7ices P[x) = ao se llama polinomio constante. Un polinomio de grado n > 1 es 
un polinomio no constants* 

Definicion 10.4 (Ecuacion polinomial). Si P(x) es un polinomio de grado n en x e F\ sobre 
F‘ 2 , llamam.os a la ecuacion P(x) = 0, ecuacion polinomial de grado n en x G F\ sobre F- 2 - Mas 
exactamente, 

a n x n + a n -ix n ~ l + • • • + a\x + ao = 0. (10-2) 

El conjunto solucion de la ecuacion (10.2) se denota por 

{x € F\ : a n x n + a n _ ix n ~ 4 + • • • + aix + ao = 0} 

Definicion 10.5. Si P(x) es un polinomio de grado n en x G F\ sobre F- 2 , entonces la funcion 

P = {(x,y) ■ y = P(x)} 

es llamada funcion polinomial de grado n y 

Dom, P = F\ y Ran P C F\ 

Una funcion polinomial es mia funcion polinomial de grado n o la funcion cero {(x,y) : y = 0} 


10.2. Ecuaciones Polinomiales de Segundo Grado 

Cualquier ecuacion polinomial de segundo grado, puede escribirse en la forma 

ax 2 + bx + c = 0 

donde a,b,c e F 2 ,a 0 y x G F\, siendo Fi C F\. Una ecuacion polinomial de segundo grado, se 
llama frecuentemente ecuacion cuadratica. 

Las pruebas de los siguientes teoremas son muy sencillas, por tal motivo no las haremos. 
Teorema 10.6. Sean a, b, c G M con a / 0 y considers 
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(i) Si b 2 — 4 ac > 0, entonces 

{x : ax 2 + bx + c = 0} = [ ~ b+V 2 b ^ ac , ~ W 2 a~ 4ac } . 

(ii) Si b 2 — 4 ac = 0, entonces 

{x : ax 2 + 6x + c = 0} = {^}. 

(Hi) Si b 2 — 4ac < 0, entonces 
{x : ax 2 + bx + c = 0} = 0. 

Definicion 10.7 (Raiz de un polinomio). Un elemento del conjunto solucion de una ecuacion poli- 
nomial P(x) = 0, se llama raiz del polinomio P(x); es decir, una raiz de un polinomio P(x) es un 
niimero r con la propiedad que P(r) = 0. 

Teorema 10.8. Sean a,b,c £ M con a / 0 y considere x £ C. Entonces se tienen los mismos 
resultados (■ i ) y (ii) excepto que (in) cam.bia por: 


(Hi)' Si b 2 — 4ac < 0, entonces 
{ X :ax 2 + bx + c = 0} = ! -b-iy/-(b>-4ac) 


2 a 


2 a 


10.3. Factorizacion de Polinomios 

A continuation enunciamos uno de los teoremas mas importantes de este capitulo, para lo cual 
necesitamos la siguiente definicion. Cualquier polinomio P(x) en x £ C sobre C sera llamado un 
polinomio complejo. 

Teorema 10.9 (Teorema Fundamental del Algebra). Cualquier polinomio complejo de grado n > 1, 
tiene al menos una raiz. 

La demostracion de este importante teorema usa elementos de variable compleja (Teorema de 
Liouville) lo cual se sale de los objetivos del libro, por tal motivo lo aceptaremos como cierto y lo 
usaremos para deducir otras propiedades de los polinomios. La prueba del Teorema Fundamental 
del Agebra nos garantiza la existencia de por lo menos una raiz, pero no nos dice cual es la raiz ni 
como hallarla. 


El siguiente teorema es enunciado sin demostracion, la cual es un poco tediosa y sera omitida 
para efectos de rapidez. 

Teorema 10.10. Algoritmo de la Division: Sean P(x) un polinomio de grado n > 1 en x £ F\ 

sobre F 2 y D(x) un polinomio de grado m en x £ F\ sobre F- 2 , con 0 < m < n. Entonces existen 
polinomios unicos Q(x) y R(x) en x £ F\ sobre F 2 , que tienen la propiedad de que 

P(x) = D(x) ■ Q(x) + R(x), 


y si R(x) tiene un grado (no es el polinomio nulo), entonces este grado es menor que el grado de 
D(x). 
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Definicion 10.11. Si P(x),D(x ) y Q(x) son polinomios en en x G F\ sobre el campo F -2 y si 

P(x) = D(x) ■ Q(x) (10.3) 

Entonces (10.3) se llama una factorizacion de P(x ) sobre F 2 y D(x), Q(x) se Ham,an factores 
(polinomiales) de P(x) sobre F 2 . 

Note que cuando D(x) es un polinomio de grado m > 1, entonces D(x) es un factor de P(x) 
unicamente si el residuo R(x), dado por el algoritmo de la division, es el polinomio cero. 

Teorema 10.12 (Teorema del Residuo). Si un polinomio P(x) en x £ F\ sobre F 2 C C es dividido 
por x — r, donde r € F 2 , para obtener un cociente Q(x) y un residuo R, entonces P(r) = R. 


Prueba: Por el algoritmo de la division P(x) = (x — r)Q(x) + R(x), con grado de R menor que 1. 
Si R(x) = 0, concluimos que P(x) = (x — r)Q(x), lo cual trivialmente nos da que P(r) = 0 = R. 
Suponga que R(x) no es cero, entonces como el grado de un polinomio es un numero entero se tiene 
que el grado de R(x) es cero, asi que R(x) = R, donde R es una constante. Luego 

P(x) = (x — r)Q(x) + R 

Lo cjue implica que P(r) = 0 + R = R. □ 

Una consecuencia bien interesante del teorema anterior es lo siguiente 

Teorema 10.13 (Teorema del Factor). Sean P(x) un polinomio en x € F\ sobre F 2 C C y r e F 2 . 
Entonces r es una rai'z de P(x) si y solo si x — r es un factor de P(x) 

Prueba: “=t-"Por el algoritmo de la division tenemos que P(x) = (x — r)Q(x) + R(x). El teorema 
anteriosr nos dice que 0 = P(r) = R. Asi que P(x) = (x — r)Q(x ), lo que indica que (x — r ) es un 
factor t=de P(x). 

“<^="Facil y es dejada como ejercicio al lector. □ 

Definicion 10.14. En (10.3) el polinomio D(x) lo llamaremos un factor propio de P(x) si su grado 
es menor que el grado de P(x), pero no cero: D(x) es llamado un factor impropio de P(x) si el 
grado de D(x) es igual al grado de P(x) 0 es cero. 

Definicion 10.15. Un polinomio P(x) de grado n > 1 en x € F\ sobre F 2 es irreducible sobre F 2 si 
P(x) no tienen factores propios cuyos coeficientes estan en F 2 . Diremos que P(x) es reducible sobre 
F 2 si P(x) tiene factores propios cuyos coeficientes estan en F 2 . 

Ejemplo 10.16. x 2 — 5 es irreducible sobre Q, pero es reducible sobre M. 


Con este lenguaje podemos re-escribir los siguientes teoremas. 


Teorema 10.17. El polinomio real P(x) = ax 2 +bx+c es inreducible sobre M si y solo si Ir—Aac < 0. 
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Teorema 10.18. El polinomio Complejo P(x) = ax 2 + bx + c es siempre reducible sobre el campo 

C. 


Un resultado importante e interesante, el cual no demostraremos es el siguiente. 

Teorema 10.19. Cualquier polinomio reducible sobre F 2 puede escribirse como un producto de la 
forma 

P(x) = a n P 1 {x)P 2 {x ) • • • P k {x) (10.4) 

donde a n es el coeficiente principal de P(x) y P\(x), P 2 (x), ■ ■ ■ P k (x) son polinomios irreducibles 
sobre F 2 y cada uno tiene como coeficiente principal 1. Ademds una factorizacion de tal tipo es unica 
excepto por el orden de los fadores. 

Ejemplo 10.20. Como ilustracion del resultado anterior considere 3x 4 — 75 sobre Q. En este caso 
se tiene que 

3x 4 — 75 = 3(x 2 — 5)(x 2 + 5), 

donde x 2 — 5 y x 2 + 5 son polinomios irreducibles sobre Q. Si consideramos 3x 4 — 75 sobre M, tenemos 
que 

3x 4 - 75 = 3(x - VE){x + VE)(x 2 + 5), 

donde (x —\/5), (x + \/5) y (x 2 + 5) son polinomios irreducibles sobre M. Finalmente, si consideramos 
3x 4 — 75 como un polinomio sobre C, se obtiene 

3x 4 - 75 = 3(x - VE)(x + VE)(x + iV 5)(x - iV 5). 

Definicion 10.21. Cuando un polinomio P{x) en x G F\ sobre F 2 es escrito como el producto de 
la forma (lO.f) decimos que P(x) esta completamente factorizado sobre F 2 . 

Teorema 10.22. Un polinomio complejo P(x) de grado n > 1, 

P{x) = a n x n + a n _ix" -1 H-h aix + a 0 , 

puede ser expresado como el producto del numero complejo a n y n fadores de primer grado y de la 
forma (x — rfi), donde r* G C (i = 1, 2, • • • , n). Es decir, la factorizacion completa de P(x) es 

P(x) = a n (x - n)(x - r 2 ) ■■■(x- r n _ i)(x - r n ). 


Prueba: Por el Teorema Fundamental del Algebra P(x) tiene al menos una ralz que podemos 
denotar r\. Entonces por el Teorema del Factor (x — ?’i) es un factor de P(x), luego 

P(x) = (x — ri)Pi(x) 

donde Pi(x) es un polinomio complejo de grado n — 1 y con a n como coeficiente principal. Si n = 1, 
entonces Pi(x) = a\ y termina la prueba. Si n > 2, entonces Pi(x) es un polinomio complejo de 
grado rri > 1. luego Pi(x) tiene al menos una ralz que podemos denotar r 2 entonces 


P(x) = (x — ri)(x — r 2 )P 2 (x). 
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donde P 2 (x) es un polinomio complejo de grado n — 2 y con a n como coeficiente principal. Si n = 2, 
entonces P 2 (x) = 02 y termina la prueba. Este mismo procedimiento puede ser usado en total n 
veces para mostrar la existencia de rq, r 2 , ■ ■ ■ ,r n £ C tales que 

P(x) = (x - n)(x - r 2 ) • • • ( x- r n )P n (x), 

con P n (x) un polinomio de grado cero y coeficiente principal a n , es decir P n (x) = a n , lo que termina 
la prueba. □ 

Teorema 10.23. Un polinomio complejo de grado n > 1 tiene a lo sumo n rai'ces. Un polinomio de 
grado cero no tiene rai'ces. 

Definicion 10.24. El num.ero de veces que un factor x — Si aparece en la factorizacion completa de 
un polinomio complejo se llama la m.ultiplicidad de la rai'z Si. 

Teorema 10.25. El conjunto solucion {x E C : P(x) = 0} de una ecuacion polinomial compleja de 
grado n, tiene k elementos si, s 2 , • • • , s k , donde k < n. Los numeros Si son las rai'ces del polinomio 
P(x) y si rrii es la multiplicidad de la rai'z s*, entonces m 1 + m 2 + • • • + m k = n. 


Prueba: Es claro que podemos escribir P(x) de la siguiente forma 

P(x) = a n (x - Sl ) m Hx - S2 ) W2 • • • (x - s k ) m \ 

donde s t / Sj, para i 7 ^ j y 1 < i, j < k. Asi que los s t son las raices distintas de P(x) y por el 
Teorema 10.23 se tiene que k < n. Ademas, como 

a n {x-s 1 ) m '{x-S 2 ) m *---{x-s k ) m o 

es de grado n, tenemos que m.\ + m 2 + • • • + m k = n. □ 

El siguiente resultado es bien interesante, nos dice que si dos polinomios de grado n coinciden 
en n + 1 puntos distintos, entonces son iguales. 

Teorema 10.26. Sean P(x) = a n x n + a n -\x n ~ 1 + • • • + a\x + ao y Q(x) = b n x n + b n - ix n_1 + • • • + 
b\x + bo polinomios complejos de grado n. Si existen n + 1 numeros distintos xi,x 2 , • • • , x n ,x n +i 
con la propiedad que 

P{xi) = Q(xi) para cada i = 1 , 2, • • • , n + 1 . 

Entonces a k = b k , para k = 0,1, • • • , n y P(x) — Q(x) es el polinomio nulo. 

Prueba: Definamos R(x) = P(x) — Q{x) y supongamos que R(x ) tiene grado m. Entonces 0 < m < 
n por ser la diferencia de polinomios de grado n. Si m = 0, entonces R(x) es un polinomio constante 
3 ^ como R(x 1 ) = 0, se tiene que R(x) es el polinomio nulo. Supongamos que m > 1, entonces por el 
Teorema 10.23 R(x) tiene a lo sumo n raices. Pero R(x{) = 0 para i = 0,1, 2, • • • , n + 1. Luego R(x) 
tiene n + 1 raices distintas, lo cual es absurdo. Por tanto Rf x) no debe tener grado, lo que implica 
R{x) = 0. □ 
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10.4. Polinomios Sobre R 


En esta section estudiaremos polinomios en x € C sobre M. Los llamaremos polinomios sobre M. 
Note que el conjunto de los polinomios en x G C sobre M es un subconjunto de los polinomios en 
i£C sobre C. Por consiguiente por el Teorema Fundamental del Algebra, cada polinomio de grado 
n > 1 sobre M tiene por lo menos una raiz. 

Teorema 10.27. Si un polinomio P(x) sobre M tiene una raiz com.pleja z y Imz / 0, entonces z es 
tambien raiz de P(x). 

Prueba: Como z es raiz de P(x), entonces por el Teorema del Factor x — z es un factor de P(x). 
Probaremos que x — z es un factor de P(x), lo que terminaria la prueba. Sea z = a + bi. Consideremos 

D(x) := (x — z)(x — z) = (x — a) 2 + b 2 

y dividamos P[x) por D(x). Por el Algoritmo de la Division se tiene que 

P(x) = D(x)Q(x) + R(x), 

donde el grado de R(x) es estrictamente menor que 2. Si R(x) = 0 termina la prueba. Supongamos 
que R(x) no es el polinomio c.ero, entonces c.omo P(x) y D(x) son polinomios sobre M, existen 
r, t G M tales que R(x) = rx + t. Luego 

P(x) = D(x)Q(x) + rx + t. 

Note que 0 = P(z) = rz + t, entonces ( ra + t) + irb = 0. Lo que implica que ra + t = 0 y rb = 0. 
Como 6 / 0 se tiene que r = 0 y t = 0. Consecuentemente 

P(x) = (x — z)(x — z)Q(x), 


lo que termina la prueba. □ 

Como resultado inmediato del teorema anterior tenemos que las raices no reales de un polinomio 
vienen en pares conjugados. Mas exactamente, 

Corolario 10.28. Si un polinomio P{x) en x G C sobre M tiene algunas raices que no son reales, 
entonces tiene un niimero par de raices que no son numeros reales. 

Teorema 10.29. Un polinomio de grado impar sobre M tiene al menos una raiz que un niimero real. 

Prueba: Por el Teorema 10.22 cualquier polinomio P(x) de grado n > 1 puede escribirse como 

P(x) = a n (x - n)(x - r 2 ) ■■■(x- r n ), 

donde r t G C. Por el teorema anterior si cualquiera de los numeros r* no es real, entonces existe un 
numero par de r[s que no son reales. Como n es un niimero impar, debe existir por lo menos un r* 
que es real, lo que termina la prueba. □ 
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Teorema 10.30. Un polinomio P(x) de grado n > 1 mi £ C sobre M puede escribirse com.o un 
producto de polinomios sobre M que son irreducibles sobre M y que son de grado uno o dos. 

Prueba: Sabemos que P(x) = a n {x — r\){x — r 2 ) • • • (x — r n ). Si uno de los r* es un complejo con 
Im?y 7 ^ 0 por el Teorema 10.27 existe ry con i / j tal que rj = r % . Asi que si ry = ai+ibi, tenemos que 
D( x) = x 2 — 2 a,iX + a'f + b 2 debe ser un factor de P{x). Note que D(x) es de grado dos e irreducible 
sobre M. Repitiendo este argumento para todos los r[s que tengan limy / 0 terminamos la prueba 
del teorema. □ 

Si un polinomio de grado n > 1 sobre M tiene alguna rafz racional, el siguiente teorema ayuda a 
determinarla. 

Teorema 10.31. Sea 

P(x) = a n x n + a n _ix n_1 H-h aix + a 0 

Un polinomio cuyos coeficientes son enteros si p/q es un niimero racional que es una rai'z de P(x), 
entonces p es un factor entero de ag y q es un factor entero de a n . 


Prueba: Como P{p/q) = 0, entonces 


On 



+ On— 1 



+ ••• + (11 



+ do — 0. 


Multiplicando por q n se tiene que 


(10.5) 


a n p n + a n -rp n l q 4-f- a x pq n = -a 0 q n . 

Si p = 0, entonces do = 0 y la primera parte del teorema estarfa probada. Supongamos que p / 0, 
multiplicando la igualdad anterior por 1/p obtenemos 

_ n n n 

duP™' 1 + a n -ip n ~ 2 q H- \-aiq n = — 

P 

Como dj, con i = 1,2, • • • n y p son enteros, yg£N, se tiene que ~ a ° q es un entero. Lo que indica 
que p divide a aoq n . Como p y q son primos relatives, se sigue que p y q n tambien son primos 
relativos, consecuentemente p divide a do- Lo que muestra la primera parte del teorema. 


Ahora, multiplique (10.5) por q n 1 para obtener 


d n _ip n 1 + a n - 2 p n 2 q H-h aipq n 2 + a 0 q n 1 


-a n p n 

q 


Por un argumento similar al hecho anteriomente concluimos que q es un factor entero de a n , lo cual 
termina la prueba. □ 
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Supongase que 

P(x ) = a n x n + a n - ix n_1 + • • • + ci\x + ao (10.6) 

es el dividendo en el polinomio de division; es dec.ir, asuma que P(x) es un polinomio de grado n en 
x G F\ sobre F^. donde F -2 C F\. Ademas, supongase que el divisor en el algoritmo de division es un 
polinomio x — r de grado uno con r G F 2 . Entonces, por el algoritmo de division 

P(x) = {x - r) ■ Q(x) + R (10.7) 

donde Q(x) es un polinomio de grado n — 1 en x £ F\ sobre F 2 y R es un elemento de F 2 . Escribimos 

Q{x ) = 6 n .x n_1 + b n -ix n ~ 2 H- 1 - b 2 X + bi (10.8) 

y deseamos determinar R y los coeficientes de Q(x) en terminos de los coeficientes de P(x). Usando 
las notaciones (10.6) y (10.8) podemos escribir (10.7) como 

a n x n + a n -\x n ~ l H-b aqx + a 0 = (x - r)(b n x n ~ l + b n -\x n ~ 2 H- 1 - b 2 x + b\) + R 

0 como 

a n x n + a n -\x n ~ l H-b a\x + a 0 = b n x n + (6„_i - rb n )x n ~ l + ( b n -2 ~ rb n -i)x n ~ 2 H- 

(10.9) 

+ (61 + rb 2 )x + (R — rbi ) 

ahora(10.7), y por consiguiente (10.9), se cumplen para toda x e F\ y por lo tanto, (suponiendo que 
hay mas de n numeros en el campo F\) la igualdad (10.9) se cumple para n + 1 valores de x por 
lo menos. Entonces. por el Teorema 10.26, los coeficientes correspondientes de los polinomios (10.9) 
son iguales; es decir, 

a n = b n , a n -1 = b n -i - rb n , ■■■ ,a 1 = b 1 - rb 2 , a 0 = R — rb\. 

Estas igualdades pueden escribirse en la forma 

b n = a n , 6 „_i = a n -i + rb n , ■■■ ,bi = ai - rb 2 , R = a 0 + rb\. (10.10) 

Observese que las igualdades (10.10) nos permiten expresar los coeficientes sucesivos de Q(x) y R 
en terminos de los coeficientes de P(x) y Q(x ) los cuales estan dados. Para propositos de calculo, es 
conveniente ordenar este trabajo en la forma tabular mostrada a continuation, donde por ( 10 . 10 ), 
la surna de cualquier par de componentes en la primera y segunda lineas columna vertical dada es 
el components en la tercera linea de la misma columna. 

&n Q"n— 1 Un —2 ' ^0 

rb n rb n -1 ••• rb 2 rbi 

bn b n — i b n —2 • • • b\ R 

De la ultima linea de esta tabla escribimos el cociente 

Q(x) = b n x n ~ 1 + bn-ix n ~ 2 H-b bi 


y el residuo 


R = a o + rbi. 
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Definicion 10.32. El procedimiento que hem,os dado anteriormente para determ,inar el cociente 
Q(x) y el residuo R en la division de P{x ) por x — r se llama division sintetica. 

A continuation mostramos una forma practica de aplicar el algoritmo dado arriba. Si queremos 
dividir P(x) por x — r usando la division sintetica, primero ordenamos P(x) en potencias decrecientes 
de x, completando todos los terminos faltantes con ceros como coeficientes y entonces, escribimos 
los coeficientes a n , a n _i, a n _ 2 , • • • , ai,ao en una linea horizontal. Bajamos el coeficiente principal 
a n (= b n ) a la position de una tercera linea horizontal. Multiplicamos a n por r y colocamos el 
producto sobre la segunda inea horizontal bajo el segundo coeficiente a n -\. Sumamos a n _i, y el 
producto a n r, colocando dicha suma (b n ~i) en la tercera linea. Multiplicamos 6 n _i por r y colocamos 
el producto en la segunda linea debajo de a n - 2 . Sumamos a n _ 2 y el producto b n -ir, colocando dicha 
suma (6 n _ 2 ) en la tercera linea. Continuamos de esta rnanera hasta que el producto de b\ y r este 
colocado en la segunda linea debajo de do- Cuando ao y el producto rb\ se suman, el resultado es el 
residuo R ; este se coloca en la tercera linea y el proceso se detiene. 

Ejemplo 10.33. Determinar el cociente Q(x) y el residuo R cuando P(x) = x 4 + 2x 3 — 6x + 1 es 
dividido por x — 2. 

En este caso P(x) = x 4 + 2x 3 + O.t 2 — 6 x + 1 y ordenamos el trabajo como sigue 

12 0-61 2 
2 8 16 20 
1 4 8 10 21 

por lo tanto, el cociente es 

Q(x) = x 3 + 4x 2 + 8x + 10 

y el residuo es R = 21. 


Por el Teorema del residuo, si P{x) es dividido por x — r, el residuo R es igual a P(r). Por 
consiguiente, la division sintetica puede usarse ventajosamente para calcular P > (?’), como ilustracion 
en el ejercicio anterior tenemos que P( 2) = 21. 


10.6. Ejercicios 

1. Factorizar x 4 — 5x 2 — 36 completamente sobre Q, M, y C. 

2. Dividir x 4 — 14x 3 + 2x 2 + 49x — 36 por x + 2, identificar el cociente y el residuo en esta division. 

3. Usando el Teorema del Factor, mostrar que el primer polinomio es un factor del segundo. 

a) x — 1; 4x 3 + 3x 2 — 5x — 2 

b) x — 2; 2x 3 — llx 2 + 17x — 6 

4. Factorizar los siguientes polinomios completamente sobre C 
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a) P(x) = x 3 — 5x 2 — 17x + 21. Una raiz de P{x) es 7. 

b) Q(x) = x 5 — x 4 — 2x 3 + 2x 2 + x — 1. Una raiz de Q(x) es 1 con multiplicidad dos. 

5. Determinar un polinomio complejo P(x) de grado ties que tenga como raices 1 + \/3 y 1 — \/3, 
esta ultima de multiplicidad dos. 

6. Determinar un polinomio Q(x) de grado cuatro en x G C sobre M, que tenga como raiz 1 + i 
de multiplicidad dos 

7. Mostrar que: 

a) x — a; es factor de x n — a n , para cada n 6 N. 

b) x + a; es factor de x n — a n , para cada n £ N par. 

c) x + a; no es factor de x n — a n , si n € N es impar. 

d) x + a; es factor de x n + a n , para cada n G N impar. 

8. Mostrar que si un polinomio de tercer grado en x G C sobre M tiene una raiz no real, entonces 
tiene unicamente una raiz real y un factor de segundo grado irreducible sobre M. 

9. Usar la division sintetica para determinar el cociente Q(x) y el residuo R en la division del 
primer polinomio por el segundo. 

a) x 4 — 14x 3 + 2x 2 + 49x — 36; x + 2 

h) _ 1~2 _i 3_™_23_. 

ox 5 x T 10 x 1000 , x 10 . 

c) x 3 — (6 + i)x 2 + (11 + 5 i)x — (6 + 6*); x — (1 — i) 

10. Determine las raices rationales de los siguientes polinomios 

a) 2x 3 — x 2 + 5 

b) 20x 3 + llx 2 — 8x + 1 

c) x 4 — x 3 — 4x 2 — x + 1 

11. Muestre que si P(x) es un polinomio sobre Q y a + y/b es una raiz de P(x) con a € Q y Vb G I, 
entonces a — Vb es tambien raiz e P(x). 

12. ;.Para que valores de k puede P(x) = (k + 2)x 2 + 6 kx + 7k + 5 tener una raiz de multiplicidad 
dos? 

13. Demostrar que para a, b, c £ M las unicas raices del polinomio 

P(x) = 2 (a + b)x 2 — 2 (a + 6 + c)x + c 

son numeros reales. 

14. Demostrar que para a € Q las unicas raices del polinomio 

P(x) = 5 ax 2 — (5 a + 3)x + 3 


son numeros racionales. 
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15. Si ?’i, r 2 y r 3 son las raices del polinomio P(x) = x 3 +ax 2 +bx+c, mostrar que ri+r 2 +?’3 = —a, 
rir 2 + ?’ir 3 + ?’ 2 r 3 = 6 y rir 2 ?’ 3 = — c. 


16. Muestre que el unico polinomio P{x) de grado n — 1 que tiene raices x 2 ,X 3 , • • • , x n y tal que 
P(x i) = 1 es 


P(x) 


< 20*0 

(x - xi)Q'{x i)’ 


donde Q(x) = (x — x\)(x — x 2 ) • • • (x — x n ). 


17. 


Sean xi,x 2 , ■ ■ ■ ,x n 
x n ). Muestre que 


€ C distintos entre si, yi, y 2 , • • • y n G C y Q(x) 


p( X ) = 

2—1 


Q(x) 

(x - Xi)Q'(xi) ’ 


(x — xi)(x — x 2 ) • • • (x — 


tiene grado no mayor que n — 1, P(xi) = yi para cada * = 1,2, • • • n y P(x) es unico con las 
propiedades anteriores. 


18. Sea P(x) un polinomio en C de grado n. Suponga que ai, a 2 , • ■ ■ , a n son las raices de P(x). Si 
b es una raiz de P'(x), muestre que existen numeros complejos Ai, A 2 , • • • , X n tales que 

n n 

^A fc = l y b = y^afcAfc. 

k= 1 k= 1 

Sugerencia: Considere el cociente P'(x)/P(x). 

19. Sean p,g£l. Muestre que 4p 3 + 27 q 2 = 0 es una condition necesaria y suficiente para que el 
polinomio P(x) = x 3 + px + q tenga una raiz doble. 

20. Pruebe que P(x) = 30x n — 91 no tiene raices racionales para cada n > 2. 

21. Encuentre a e M tal que z = —i sea una raiz del polinomio P(z) = z 3 — z 2 + z+ 1 + a. Ademas, 
para tal valor de a encuentre los factores de P(z) en M y en C. 

22 . Decimos que un polinomio P(x) divide a un polinomio Q(x), lo cual denotamos como P\Q, 
si existe un polinomio C(x) tal que Q(x) = C(x)P(x). Muestre que si P(x) divide a Q(x) y 
Q(x) divide a P(x), existe una constante c tal que Q(x) = cP{x). 

23. Suponga que P(x) es un polinomio de grado n > 1 tal que P(k) = 4j-, para k = 0,1, ...,n. 
Encuentre P(n + 1). 

24. Sean r, s, t raices del polinomio complejo x" 3 + ax 2 + bx + c. Encuentre, en terminos de a, b y 
c, un polinomio cubico cuyas raices sean rs + t,st + r, tr + s. 


25. Encuentre de forma explicita tres numeros complejos x, y, z tales que x+y+z = xy+xz+yz = 3 
y xyz = 9. 

26. Sea P(x) un polinomio real de grado n, y suponga que las constantes co, ci,..., c n satisfacen 
cqP(x) + ciP(2x) + c 2 P( 2 2 x) • • • + c n P(2 n x) = 0. Muestre que c* = 0 para todo * = 0,1,..., n. 
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